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Aquí te presentamos, lector querido, a log que han de ser 
durante este curso tu compañeros de ldrabajo: unas tijeras, un 
ovillo de hilo, una regla, un par de escuadras, un compás, un 
rollo de papel de calco, unos cartones, un paquete de lápices y un 
montón muy grande de hojas de papel, 


Ni un solo día debes empezar la lección de Geometría sin tener 
al lado estos tus buenos compañeros, ni terminar de estudiarla sin 
dejar ta mesa materialmente llena de recortes y de papeles con 
figuras. 


Si alguna vez el libro te hace pensar, no lo desdeñes, pues es 
enfonces precisamente cuando mayores beneficios te proporciona. 
La Geometría empezó siendo casi un juego y ha resultado, andando 
el tiempo, el edificio racional más hermoso y perfecto que ha cons- 
truido el pensamiento humano. 


CUATRO. PALABRAS PARA LOS MAYORES 


Al publicar estos ELEMENTOS DE GEOMETRÍA, segundo tomo de 
nuestra Colección: Elemental intuitiva, no podemos. reprimir cierto 
temor. ae la crítica española, aunque sinceramente. declaramos. que. 
nas. preocupa menos la simpatía. de los críticos que: la de los niños, 
para; quienes ha sido pensada. y escrita esta. obritu, como lo fue: Ha 
de. «Elementos de Aritmétican. 


Nuestros temores no pueden fundarse en la excelente. acogida. 
dispensada a esta última, acogida por la que estamos vivamente 
agradecidos, sino, de una parte, en la resistencia que la: inercia 
opone. inevitablemente. a todo ensayo, y de otra, en los. exclusivismos 
de los criterios extrermistas, | 


Nos explicaremos. mejor: los. partidarios de. la enseñanza: intuitiva. 
Cuintuitivas. se titula la Colección)” encontrarán. quizá en. el libro 
demasiadas demostraciones; los partidarios de la enseñanza. login 
tica hellarán, sin duda, en él un exceso de desenfado intuitivo, 


Conocida es la fórmula en la que se deslindan. los papeles de 
la lógica y de la intuición en la Matemática; la intuición es. el fare. 
que nos guía para descubrir las. verdades matemáticas, pero. éalas 


ds 


Una enseñanza. matemática completa, debe, pues, cultivar a ta 
vez una y otra faculiades del espíritu, en grado. adecuado al des- 
errollo. mental del alumno. Pero éste. varía tan considerablemente 
de un, eño. a otro, y aun. de unos alumnes a otros, que no es 
posible formular un sistema pedagógico determinado. en. este grado 
de enseñanza, como. no. sed: una política de eclecticismo. pa de adap- 


tación a cada caso: particular. 


Por estas y otras considereciones hemos procurado hacer un. 
libro. de. carácter «marcadamente intuilivon en el sentido de apelar 


constantemente a dos ejemplos. vivos, de la reclidad, invitando el 
alumno a consiruir y e observar; intuitivo tembién en el sentido, 
de prescindir de la constante. distinción entre posiulados y. teore- 
mas; distinción. inútil, porque: no =8. comprende. $n necesidad a, estas: 
edades, 


Pero. no hemos. desdeñgdo ninguna ocasión. propicia para iniciar 
al educando en los razonamientos. deductivos, puestos casi siempre 
en. tipo de imprenta más pequeño, o en forma tal que el alumno. de 
muy tierno, entendimiento pueda inconscientemente resbalar sobre 
ellos sin dificultad, mientras. que el de mente más madura pueda. 
ahondar en. ellos, recibiendo su interés y su belleza, | 


De. intento Remos omitido, sin embargo, las demostraciones di- 
ficiles. o confraproducentes, entre las cuales contamos muchas de 
las. relativas a- posiciones de rectos y planos en el espacio, que: axn. 
recordamos con lerror de. nuestros tiempos. estudiantiles, 


Contamos con lo ayuda y el buen criterio. de cada profesor para: 
distinguir el grado prudencial de evidencia f veenalbiss o «lógicas ) 
salesa > y oda Por st. bolo ETA vas ciencia más de 
bara este género de ensayos. 


El plan que hemos seguido, y que no se ajusta por complelo 
a nuestro. primitivo deseo, requiere alguna observación. 


Un Hbro de Geometría, aun de carácter totalmente imtuttivo, 
debe tener un esqueleto sobre el que pueda construirse un edificio. 
racional, La Geometría estadia las propiedades intrínsecas. de las, 
figuras, es decir, las que no alteran ¿6n el movimienta de. las 
mismas, 4 cada clase de movimientos corresponde una clase. de 
propiedades y Un instramento que permule. realizarlas, Problemas 
imposibles o difíciles con ciertos instrumentos, se hacen posibles a. 
fáciles con otros, Ceñfiirse «a: un grupe reducido de ellos es, pues, 
limitar los recursos prácticos de la Geometría y hasla. encerrar en 


pobres engosturas todo su alcance teórico. 


Ási, por ejemplo, el empleo del papel de calco tiene, además 
de su evidente utilidad práctica, un gran interés teórico, fporque 
permite efectuar «de una veza ciertos tipos de movimiento, mientras 
que con la regla y el compás es preciso efectuar para cada punto 
una construcción especial, y no eparece en ella el concepto de 
erupo, que es el fundamento de la Geometría elemental y de las 
Geometrías superiores, 


Este concepto ha sido nuestra guía, y por esta causa hemos 
aplazado, por ejemplo, el uso del compás hasta llegar al grupo de 
movimientos en los cuales es el instrumento natural, 


De todas' veras deseamos que los profesores españoles acojan con 
simpotia este humilde ensayo, que se aparta algo de la sólida y 
admirable arquitectura euclídea (a la que estamos lan habituados). 
No es el primero que se hace desde que Klein lanzó la idea de 
grupo en su famoso programa de Erlangen e indicó la conceniencia 
de tomariío como base, en en la enseñanza elemental, 


Fr $ $ 


Inútil será repetir aquí cuánto agradeceremos todas las indica- 
ciones que liendan a corregir laz numerosas imperfecciones de nues- 


tros libros, 


Los originales de esta obrita han pasado tembién por la censura 
previa de diversos alumnos antes de ir a manos del tipógrafo. Nos 
han ayudado en esta tarea las niñas Méndez, Canellada, Iravedra 
Beltrán Sancho y Noguera, y los niños Váldés y Sanz Alonso, 
Recordaremos siempre gratamente el entusiasmo que Ran puesto 


en esta tarea. 


Madrid, septiembre de 1928, 
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GEOMETRÍA DEL PLANO 


CAPITULO PRIMERO 


LOS SEGMENTOS Y LOS ÁNGULOS 


Lección 1.'—La recta y el plano. 


(INSTRUMENTO: LA REGLA.) 





1. Cuerpo, superficie, fínea, punto. 

Todos tenemos una noción de lo que es un cuerpo, una 
superficie, una lnea, por el uso que de estás palabras se 
hace en el lenguaje ordinario. 

Decimos, por ejemplo, que una mesa es un cuerpe, y 

: al hacer una raya sobre ella, decimos 
que se traza una Hnea sobre la super- 
ficie de la mesa, 

Si, en lugar de hacer una raya, se 
apoya simplemente un lápiz bien añ- 
lado, la huella que deja se suele Hlamar 
punto. 





Claro es que, por muy afilado que esté el lápiz, si se mira 
dicha huella con «una buena lente de aumento, parecerá un bo- 
rrón, pero la Geometrla prescinde de esto, y forma por abstrec- 


ción un concepto ideal de punto, imposible de definir de un modo 
precisa, 


— 4d — 


2. Superficie plana y línea recta. 

También, por el lenguaje corriente, tenemos una idea 
de la aplicación de estos términos, Decimos, ppr ejemplo, 
que la superficie de una mesa o de un tablero es plana, y 
que es recta la línea que trazamos sobre aquélla apoyando 
el lápiz en el borde de una regla. 


Con-una buena ente de aumeñto, dejarlamos, sin duda, de 
llamar línea al trazo del lápiz, y la superficie de la mesa ya no 
nos parecería plana, La Geometría supone unoa planos y unas 
rectas ideales que no pueden definirse más que de un modo in- 
directo, estableciendo sus propiedades. 


En una línea recta podemos considerar tantos piutos 
como queramos. Para distinguir A BC 
anos puntos de otros se les suele 
designar por letras mayúsculas, así: punto A, punto B, . 


3. Obtención de líneas rectas, 

La regla es el instrumento utilizado por el dibujante 
para el trazado de líneas rectas. Para ello debe apoyarse la 
punta del lápiz en el borde de la regla que está en contacto 

l con el papel, y no en el 
borde superior, por razón 
que se desprerde fácilmen- 
te de la figura, 

También se obtienen en 
la práctica líneas rectas: 

1. Doblardo un pá- 
pel, El borde o doblez es 
una regla que se improvi- 
sa muchas veces cuando se carece de reglas de madera, 
“También se doblan con frecuencia las 
telas cuando se quiere practicar en [|] 


ellas un corte rectilíneo, 





— hh — 


2. Mediante uu hilo bien tirante como proceden los 
albañiles pintores, etc., en sus trabajos, 





31% Mediante visuales, es decir, como proceden, por 
ejemplo, los agrimensores y topógrafos al efectuar alinea- 
ciones en el terreno. 


sn. 
no 
a 
¿a 
mr? 





Colocadas dos estacas en dos puntos A y B, para situar 
otros puntos €, D, E, .., alineados con A y B, es decir, en 
línea recta con ellos, no hay más que colocarlos de modo 
que enfilando A y B mediante una visual, se vean todos 
los puutos como uno solo. 

. La misma propiedad de las visuales puede utilizarse 
para ver si una regla es 
buena, es decir, recia. 





4 La recta, 


Una vez trazada una línea recta: mediante una buena 
regla, podemos correr a un lado la regla de modo que su 
borde coincida con una porción del trazo efectuado; s] con- 
tinuamos dicho trazo hasta el extremo libre, diremos que 
hemos prolongado la línea recta anterior. Si se hacen con 
esmero sucestyas prolongaciones, se logra, con una peque- 
ña regla, trazar líneas rectas grandes. que Dueden compro- 
barse con una regla mayor. 





Podemos imaginar estas operaciones repetidas tautas 
Veces Como queramos a uno y otro lado de la posición pre 
mera de la regla, 

Una línea recta prolongada indefinidamente en los ASE 
sentidos se llama en Geometría simplemente recta, Si la 
prolongación se efectúa sólo en un sentido, se obtiene una 
semirrecia, Tódo punto de una recta divide a ésta en dos 
semirrectas que llamamos opuestas. Se da el nombre de 
segmento 2 una porción de recta limitada por dos puntos, 
que se Hamarn extremos del segmento. 


5. Propiedad fundamental de la recta. 


Hemos visto como, una yez fijados dos puntos, pode- 
mos decir, mediante una visual, si otro punto cualquiera 
está en línea recta con ellos; así sé pueden colocar cuantos 
puntos se quiera y se observa que si se eligen ahora dos 
de estos nuevos puntos, en vez de los primeros, para ali- 
near los restantes, resulta la misma recta, Ásf, para ver si 
varios postes están bien alineados basta dirigir una visual 
por dos cualesquiera de ellos, 

Esta experiencia se cnuncia del siguiente modo abs 
tracto . : 


E NS 


Dos puntos determinan una recta que pasa por ellos, 
O de otro modo: Hay una recta y sólo una que contiene 
los dos puntos dados. 


Cuande digamos, pues, la recta AB se entenderá la 
recta que pasa por los puntos 4 y B. 


6. Aplicación. 


Dados dos puntos, el dibujante puede apoyar en ellos 
el borde de la regla de muchos modos. Si la regía es recta 
todas las líneas que así puedan trazarse coincidirán. 





Si se obtiene alguna línea no coincidente debe deseclar- 
se la regla. 





7. El plano. Propiedad funaamental. 


Cuando una mesa plana resulta pequeña, puede tam- 
bién prolongarse, mediante otra, es decir, puede colocarse 
otra mesa contigua de modo que ambas formen un mismo 
plano. Para lograrlo colocaremos de cauto una regla sufi- 


E - CPU 


cientemente larga y calzaremos los pies de la segunda mesa 
hasta que el canto de la regla, apoyada en cualquier direc- 
ción coincida en toda su ex- 
tensión -con ambas mesas, 

Lo mismo puede hacerse 
dirigiendo visusles desde 
puntos del borde de una me- 
sa a los del borde de la otra, 
Si se ye siempre les superf- 
cies de las dos mesas coinci- 
diendo con estas visuales, di- 
remos que ambas superficies son planas, y además que atn- 
has están en un mismo plano, 

Podemos imaginar una superficie plana prolongada en 
todas direcciones tanto como queramos, y la llamaremos 
simplemente plano. La operación que hemos descrito equi- 
vale a considerar como propiedad fundamental del plano 
la siguiente : 





Si una récia tiene dos puntos en un plano, está situada 
en él, es decir, tiene en dicho ¿plano todos los demás 
puntos. 


EJERCICIOS 


1.0 ¿Como alíneas los soldaditos de plomo sobre la mesa? 
¿Te hace falte una regla para ello? 

2.2 Empolva un cordel con tiza, y mientras lo mantienes ti. 
rante contra el encerado, haz que tu compañero lo pellizque, sa- 
cudiéndolo contra dicho encerado, ¿Qué resulta? Repite la ope- 
ración varias veces hasta efectuarla tú sola. 

3.2 Ejercítate en trazar a pulso líneas rectas sobre una cuar- 
tilla. ¿Cómo puedes comprobarlas sin la regla? 

9.2 Alínea varios alfileres sobre la mess, como se hace con 
las estacas en el terreno. Pasa un ho tirante por los extremos o 
apoya una regla en éllos; ¿qué ocurrirá? 

5,2 Construye una regla de cartulina y comprueba si es bien 
recta como has aprendido en esta lección, 


Leción 2.'—Los segmentos, 


(INSTRUMENTO: EX, PORTASEGMENTOS.) 





g£, Segmento, 


En la lección anterior hemos definido el segmento como 
trozo de recta limitado por dos puntos, que se llaman sus 
extremos. Por ejemplo, uno de los segmentos de la figura 

tiene por extremos los puntos 
B A y B, y lo designaremos asi : 
segmento AB. Análogamente di- 
Ñ remos: segmento MN, segmen- 
2 m_2— lo PQ, etc, No debe confundir- 
se el segmento AB con la recta 
A AB, pues ésta contiene además 
A  P e 
otros muchos segmentos, 

Cuando no interesan los extremos se Suelen designar 
también los segmentos por letras minúsculas, así: segmen- 
to a, segmento b, segmento e, etc... 


Los segmentos, como las ¡íneas, en general, no existen en ía 
realidad, Ya hemos dicho que son imágenes ideales y se forman 
observando ciertas cosas materiales, como los trazos efectuados 
en un papel con una regla, los punteros, bastones, al prescindir, 
o sea, aj hacer abstracción, del grueso, del color, del peso, etc, 

Con objeto de evitar repeticiones en lo sucesivo, dejarernos 
sentada, de una vez para todas, esta advertencia general: 

Las figuras geométricas, es decir, las figuras cuyo estudio 
constituye la ciencia ilamada Geometria, son imágenes abstrac- 
tas, de perlección ideal, que resultan de prescindir en los cuerpos 
corrientes de ciertas cualidades materiales (peso, colar, ...), con- 
siderando sólo aquellas que constituyen lo que en el lenguaje or. 
dinario entendemos con los nombres de forma y lemaño, 


a) 


9. Igualdad de segmentos, 


Algunas veces decimos, en la práctica, que dos punte- 
ros. dos reglas, etc..., son ¿iguales cuando puestos en con- 
tacto logramos que coinci- 
B E BE dan sus extremos. En esta 
comparación no tenemos 
en cuenta la clase de ma- 
dera, el precio, el grueso, 
etcétera, es decir, los con- 
sideramos como segmern- 
tos. De aquí resirlta la de- 
A K£ A. B finición abstracta de tgual- 
dad de segmentos, que fá- 
cihmente repetirá el lector. Diremos, pues, observando la 
figura: el segmento AB es igual al A'B' y escribiremos abre- 
viadamente: 
AB =A'B', 


La coiucidencia, que define la igualdad, puede lograr-: 
se de dos modos: Llevando A' sobre A y B' sobre B, o 
bien llevando B' sobre A y A' sobre PB. 


10. Desigualdad. 

Observando la figura, decimos que 
el segmento AB es mayor que el 4B', 
o que éste es menor que aquél, porque 
al llevar uno sobre otro, de modo que 
coincidan los extremos A y A', el ex- 
tremo BP" queda dentro del segmento 
AB. Escribiremos abreviadamente : AR 





AB>AB' obien APR <AB. 
Ambas desigualdades son equivalentes, 


En la práctica no hay más términos de comparación 
O dos punteros son iguales o uno de ellos es mayor que el 
otro o este último mayor que el primero. Enunciaremos, 
pues, esta propiedad abstracta de los segmentos: 


Dados dos segmentos cualesquiera AB y AB 
fica necesariamente una de estas tres relaciones: 


, SE VOri- 


AB=4A'B'; AB>4A'B); AB<A'B”. 


11. El portasegmentos, 


Tratemos de comparar los segmentos AB y A'B' dibu- 
jados en la figura, Á mngún lector se le ocurrirá recortar- 
loá para llevarlos a coinci- . 
dir, sino que procederá, 
sin duda, del modo sit- 
guiente: Aplicará el borde 
de una tarjeta o papel do- 
blado a la recta AB, por 
ejemplo, señalando en dicho borde los puntos que coinci- 
dan con Á y B, Tendrá así un segmento MN que es igual 
al AB, y este segmento auxiliar MÍN será el que llevará so- 
bre AB”, 

Si resulta MN =A'B', afirmará, sin hacer la experien- 
cia, que al llevar directamente AB sobre A'B' también 
coincidirían los extremos. Esto equivale, pues, a afirmar 
que: 





Dos segmentos AB y A'B' iguales a un tercero MN son 
iguales entre sí, 


La hoja de papel doblado o cartulina, en el que marca- 
mos el segmento auxiliar para transportarlo de unas rectas 
a otras, se llama portasegmentos. En la práctica se utilizan 
también cuerdas o hilos tirantes para transportar segimnen- 


—— 12 — 


tos grandes, y para los pequefios se emplea el compás del 
que nos hemos de ocupar más adelante, 

En lo que sigue, designarémos por una misma letra un 
segmento y todos sus transportados. 


12. Suma de segmentos, 
Dados, por ejemplo, los segmentos a, b, e, d de la figu- 
ra, podemos transportarlos con el portasegmentos sobre 


ARO 


A Pp 








una misma recta, del siguiente modo: Señalaremos un 
punto Inicial u origen Á, y a partir de él, y hacia la dere- 
cha ( por ejemplo) llevaremos el primer segmento a; a par- 
tir del extremo que resulte hacia la derechn llevaremos el 
segundo segmento b; a partir del nuevo extremo y siem- 
pre hacia la derecha se lleva el tercer segmento c, y luego 
el cuarto d; sea P el extremo libre de este último. El sqg- 
mento AP aparece descompuesto en cuatro segmentos res- 
pectivamente iguales a los segmentos dados a, b, c, d, y se 
llama por esta razón suma de a, b, c y d. 51 lo designarmos 
por la letra s, escribiremos : 


s=atb+c+d, 
Hágase la operación en otra recta, o en otro orden, 0 


sustituyendo dos o más segmentos por su sima efectuada, 
y siempre resulta el mismo segmento total, es decir : 
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La suma de segmentos tiene las mismas propiedades 
que la suma de números, (Véase Aritmética.) 


Dejamos al lector el cuidado de enunciar estas propie- 
dades aplicándolas a sumas de segmentos. 


13. Resta de segmentos. 

Del listón € podremos cortar un puntero jgual a b, si 
es u > b, es decir, si puestos en contacto de modo que 
coincidan dos extremos, el extremo libre del puntero viene 


a caer dentro del listón. Una vez a 
<<  ————_ _ ———— 
cortado el nueyo puntero, sobra- » 


ra un pedazo de listón que lla- SE E 


maremos resto o diferencia. De un modo general : 

Dados dos segmentos a y b, si es a > b, podemos des- 
componer el primer segmento, llamado mingendo, en suma 
de dos: uno igual al segundo segmento, llamado sustraen- 
do, y otro llamado diferencia y que se presenta así a — b. 

El lector enunciará y probará las propiedades de la res- 
ta de segmentos recordando las de la resta de números. 


14. Sumas y restas combinadas. 


Para efectuar sumas y restas combinadas; por ejemplo 
0+b-——c+d-— €, puede procederse de dos modos, como 
en Arntmética con los números: 

1. Llevaremos el segmento b a continuación del a 
hacia la derecha, con ló que obtendremos a+ b; a partir del 
extremo llevaremos el segmento c hácia la izquierda, con 
lo que obtendremos 4+ hb — c; a partir del nnevo extremo 
llevaremos d a la derecha, y por fin, e a la izquierda, y re- 
sultará a+b—c+d—e. Este procedimiento consiste, 
pues, en efectuar las operaciones en el orden en que apa- 
recen. 


2.) Sumando todos los segmentos precedidos del mig- 
no +, y aparte luego todos los segmentos precedidos del 
signo — y restando ambas stmas, 

La experiencia prueba que los resultados coinciden, 


deber d Bon 








A a € 
 _——_ a 5 
ad: » $ do 
+d 
a +h + e o 
Ho 
EJERCICIOS 


1.2 Traza a pulso segmentos de extremos dados, 

2.2 Ejescitate en trazar a pulso segmentos iguales y com. 
pruébalos luego con el portasegmentos, 

3.2 Dibuja varios segmentos en rectas distintas y habltunto 
a compararlos a ojo, ordenándolos de mayor a menar, Comprue.- 
ba esta ordenación con el portasegmentos. 

4.” Ordena, por su estatura, a varios de tur compañeros. 

3-2 ¿Qué es mayor, tu altura o la longitud de la mesa, del 
piano, etc.? Es fácil equivocarse al comparar segmentos vertica- 
les y horizontales. Fijate en el largo de tu cama, 

6,2 Dibuja un segmento a de 2 cm, otro b de 3,5 cm, otro e 
de y cm y otro d de 2,5 cm, Construve con in regle y el portaneg- 
mentos, los segmentos siguientes (sin calcular) : 

644, que designaremos por 28, 

44444, que designaremos par 34. 

Análogamente, 30, 59, 00, ... 3d, 35, 4b, ... 46, 30, fro 

7-2 Construye los segmentos siguientes (adn calvular) 1 


b+e— dea; -d—a+e—b; e — 4d: 
204 b; 5d — 3a4 zh. e, ete, 
8.2 Recuerda las propiedades de las desigualdades entre lor 


números (Ver Elementos de Aritmética, lección 9,5 y comprusbn 
que siguen verificándose para los segmentos, 


Leción 3.*—Medida de:segmentos. 


(INSTRUMENTO: LA REGLA GRA- 
DUADK) tr 


15. Representación de los segmentos por sus medidas. 


En la lección anterior hemos utilizado el transportador 
de segmentos para compararlos y sumarlos; pero esto que 
tan cómodo es en el dibujo, puede no serio cuando se trate 
de segmentos prandes, 


Por ejempio, al comprar una cantidad de esiera para esterar 
los corredores de una casa, sería sumamente engorroso tener que 
Hevar a la Genda un trozo de papel o de cuerda igual a cada co- 
rredor. Peor sería todavía el problema de fa comparación de dos 
carreteras. 


Se evita el transporte directo de segmentos eligiendo 
un segmento fijo que se llama uridad, y midiendo cada 
segmento mediante la unidad elegida. Cualquier segmento 
puede representarse pertectamente por su medida o longi 
lud, de tai modo que para comparar y sumar los segmentos 
basta comparar y simar sus medidas, 

Recordemos los conceptos esenciales en la operación de 
medida, 


16. El metro. 


Ya hemos indicado en el curso de Aritmética que anti- 
guamente cada país y aun cada.región tenía sus unidades 
de medida y que se debió a la iniciativa de la Asamblea 
Nacional Constituyente creada en Francia a raíz de la gr .n 
Revoltición, la unificación de las medidas y la creación del 
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sistema métrico decimal, hoy adoptado por todos los paj- 
ses cultos, con excepción de los de lengua inglesa. 

La unidad de longitud, es decir, el segmento que se 
adopta para medir todos+.jos demás se llama metro. Es un 
segmento grabado en uná cierta barra de platino, que se 
conserva en la Oficina Inter- 
nacional de Purts, y vale 
aproximadamente la diezmi- 
Honésima parte del cuadrante 
de meridiano terrestre (1). 

De este metro se han sa- 
cado cuidadosamente cofúas, 
termbién de platino, para las 
diversós países que ban adop- 
| tado, el sistema; de estas co- 
pias fundamentales se sacan otras, y así sucesivamente 
hasta los metros del comerejo, que todos conocemos. 










EPT 






E E e 
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LA Pa 


17. Medidas enteras. Múltiplos del metro, 

Para medir un segmento con un metro ya sabemos lo 
que se hace: Se lleva el metro sobre el segmento que se 
desea medir a partir de un extremo tantas veces cuantas 
sean precisas para Hegar al otro, de modo que, en cada po- 
sición, el origen del metro coincida con el extremo de la 
posición anterior. 

Si al medir un hanco, por ejempio, como indica la figu- 
ra, coiticide, el extremo PD de la tercera posición con el 
extremo del banco, habremos descompuesto el segimnen- 





(1) La longitud de una barra metálica depende de la tempe- 
ratura y por ello es preciso fijaria para definir el metro, Se toma 
fa temperatura de cero grados. Para evitar alteraciones de otra 
índole $e construye la barra con una aleación de platino e iridio, 
se le da una sección de forma especial, y se conserva Con extra- 
ordinario cuidado. 
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to 4D en suma de tres iguales al metro y diremos: la 
langitud del banco es tres mélros, escribiendo abreviada- 
mente 3 m. 
Esta medida 3 m. representa perfectamente el segimen- 
to, de modo que encargan- 
tm tm im DP do tres metros de paño «el 
mismo ancho, tendremos 
la seguridad de que este 
paño cubrirá el banco en 
toda su longitud sin faltar 
ni sobrar trozo alguno. También las medidas permitirán 
comparar diversos bancos sin necesidad de reunirlos, pues 
a segmento mayor corresponde medida mayor, y recíproca- 
mente, 
Por último, si tenemos en casa tres corredores, uno de 
3 m, otro de 6 m,:y otro de 5 m de longitud, bastará cin- 
cargar en la tienda 3m+6m+s5m=41m de estera en la se- 
guridad de que con ella podremos esterar justamente di- 
chos corredores. Es decir, que la medida de un segmento 
sema de varios, es la suma de las medidas de éstos. 


Con objeto de abreviar la escritura, cuando se trata de 
longitudes grandes, calles, carreteras, etc., se eligen tam- 
bién unidades grandes, adoptando para ello los múltiplos 
decimales del metro ya conocidos: 


el decámetro (dam) = 10 in 
ei hectómetro (hm ) =  100m 
el kilómetro (km ) = 1.000 tn 


Existen decámetros materiales de cinta (cintas métricas) 
y de cadena (cadena de agrimensor), 

La medida de distancias muy grandes en el terreno se 
efectña por medios indirectos que se estudian en "Popogra- 
fía y Geodesia. 


== 


La figura representa un metro plegable, una cinta mé- 
trica y una cadena de agrimensor. 





13. Submúltiplos del metro. Metros y reglas graduadas. 


La operación descrita en la medida del banco no siem- 

pre es realizable. La mayor parte de las veces no se llega 

Ñ exactamente al extremo, sino 

que se rebasa, o queda por 

medir un trozo más pequeño 
que el metro. 

Para medir segmentos me- 
nores que un metro, se to- 
man como unidades los submúltiplos conocidos por Árit- 
mética : 


nm Im Ha 





el decímetro (dm) =o0,11 m 
el centímetro (cm ) = 0,01 mn 
el milímetro (mr) = 0,001 m 


Con objeto de facilitar la operación de medida eon es- 
tas pequeñas unidades, los metros cornentes están gradua- 
dos en centímetros y milímetros, Para los dibujantes sue- 
len ser suficientes reglitas graduadas de dos o tres decíme- 
tros de longitud (dobies o triples decímetros). La figura re- 
presenta un decímetro graduado a su tamaño, 
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Para medir un segtuento con una regla graduada, basta 
aplicarla sobre el segmento de modo que coincidan los oríÍ- 
genes y contar el número de centímetros y milímetros que 
abarca el segmento. La numeración de la regia y el dife- 
rante tamaño de las rayas divisorias facilitan el recuento, 


Con un metro o doble decímetro graduado, difícilmente pue- 
den apreciarse a simple vista segmentos menores que medio mi- 
límetro, Se logra apreciar décimas de milímetro añadiendo a la 
regla el llamado noriss, que es otra regtita graduada que se des- 
liza sobre aquélla y contiene 10 divisiones en un intervalo de q m:- 
timetros, de modo que ca- E 
da división del nonius vale —_ yq, - 6% /0mi45 
0,9 Mmm, 

En la figura se indica: 
cómo, mediante esta regli- 
ta podernos medir en dé. 
cimas de milímetro, la longitud de un segmento, En la regla 
grande se aprecia que esta longitud vale 17 mm, y una fracción 
de milímetro cuyo valor se obtendrá observando la división del 
noritus que coincide con una de la regla. Sí ésta es la división 
cuorta, como ocurre en la figura, la porción que queremos apre- 
ciar vale 0, mm, 

En efecto, sí a partir de la división de comecidencia correntos 
cuatro divisiones a la izquierda en la regla, obtendremos Ja di- 
visión, 17, y si corremos cuatro divisiones del nonius llegamos al 
extremo del segmento que se mide. Como cada división del no- 
nius vale 0,1 nm, menus que los de la regia, ía distancia entre 
el extremo del segmento y la división 17 es 0,4; es decir, la lon- 

gitud del segmento en cuestión es 


IMA pl Ena 
E rrrtrr») El nonmlus se emplea, in "uso en 


instrumentos de uso tan corriente 
como el calibrador o pie de rev ue 
reproduce la figura adjunta. 

Es muy conveniente que el alumno $e construya una regla 
graduada y nonius correspondiente de cartulina, 

En Fisica se emplean unidades aún mucho más pequeñas que 
el milímetro; en particular la micra = 0,001 mm. Las medidas 
de longitudes tan pequeñas se efectúan por procedimientos ¡n- 
directos que o son de este lugar, 
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19. Medidas aproximadas, 


Ya hemos dicho €n Arntmética cómo se expresa en for- 
má decimal una medida compuesta de unidades de diver- 
sos órdenes, Ási la medida 13,506 m significa; 1 dam, 3 m, 
5 dm, 6 mm. Una longitud puede contener, teóricamente, 
umdades decimales tan pequeñas como queramos; pero, 
dada la limitación de nuestros sentidos, en la práctica no se 
puede apreciar más allá de una cierta cifra. Por esta razón 
se dice que las medidas prácticas son siempre aproxima- 
das. El número de cifras que se aprecian da una idea del 
grado de aproximación de la medida. Cada medida tiene 
un grado de aproximación adecuado. 


Así, por ejemplo, sería absurdo querer apreciar milímetros 
a] medir la anchura de una calle, como lo sería pretender apre- 
ciar decímetros en la longitud de una carretera, 


Nota..—Del mismo modo que hemos dividido el metro en 
JO, 100, 1000, ... partés, puede dividirse en otro número cual- 
quiera de ellas, utilizando ta notación de quebrado para expresar 
las medidas, 

Ást, 3/7 mm. significa 3 séptimas partes de metro, etc. No es 
corriente dividir en esta forma el metro, pues la principal venta- 
ja del sistema métrico es el fraccionamiento decimal de sus uni. 
dades, En cambio en el sistema inglés aún vigente, una yarda, 
por ejemplo, se divide en 3 pies, um pie en 12 pulgadas, etc. 

En el dorso de los metros corrientes suele haber una gradua- 
ción en pulgadas, Cada pulgada está dividida en 8 líneas, Con- 
viene que el alumno mida y exprese en pulgadas longitudes di- 
versas, 


EJERCICIOS 


1.2 Efectúa muchas medidas de longitudes grardes y peque- 
ñas, y habitúate a apreciarlas a ojo, comprobándolas luego, 

2,2 Mide tu altura, la longitud de tu palmo, de tu brazada. 
de tu paso... Son datos que pueden serte útiles, 

q Construye y gradúa un decámetro de cuerda con nudos 
y mide con él, Gradúa una cuerda en pies (pie=305 mm). Gra- 
dúa una regla en ciceros (4,5 mm) y mide con ella líneas im- 
presas, 


Lección 4.—Los ángulos. 


(INSTRUMENTO: ÉL, TRASPORTADOR DE 
ÁNGULOS.) 


0 A 

20. Semiplanos, 

Aunque el papel de dibujo es limitado, lo imaginare- 
mos extendido indefinidamente en todas direcciones, es 
decir, formando un plano (véase lección 1.”). 

Si con un cortaplumas hacemos un corte rectiltíneo a lo 
largo de la hoja de papel, ésta queda dividida en dos par- 
tes que se llaman semiplanos, cada uno de los cuales tiene 
un borde rectilíneo, 





ar, Ángulos, 


Si en vez de un corte rectilíneo, hacemos dos, pasando 
por un punto O, el plano queda dividido en cuatro partes 
que se llaman ¿ngulos, Cada ángulo tiene dos bordes rec- 
tos que se Haman lados y no son rectas completas, sino se- 
mirrectas. El punto O en que se encuentran se llama vér- 
tice del £ngulo, y todo punto del ángulo no situado en sus 
tados, se dice que es intertor al mismo. 

Si cn vez de trazar dos rectas completas por O, sólo tra- 
zamos dos semirrectas, el plano queda dividido solamertte 
en dos regiones, una de las cuales es un ángulo según la 
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definición anterior; la otra parte suele llamarse también 
ángulo, pero con el calificatico de cóncavo, para distin- 
guirlo de los ángulos propiamente dichos, también Hlania- 


dos convexos, 
A ee 
NN Ny 
SS 
8 N | SS S 


Mientras no se advierta lo contrario, la palabra ángulo 
se refere solamente a los propiamente dichos o sorvexos. 

Si las dos semirrectas por O están en prolongación, es 
decir, forman tuna recta, cada uno de los dos semiplanos 
en que queda dividido el plano se llamará también ángulo, 
distinguiéndose entonces con el calificativo de llano. 

Finalmente, si las dos semirrectas coinciden, no hay 
realmente ángulos; pero también se conviene en decir que 
uno de los ángulos es 1ulo y el otro es un ángulo completo. 

Los ángulos se designan de varios modos; el más fre- 
cuente consiste en representar un punto de un lado, el vér- 
tice, y un punto del otro lado, mediante tres letras escri- 
tas en este orde, Por ejemplo, el ángulo AOD de la figu- 
ra de la página anterior. 





Ejemplo: Con un abanico japonés, puede el alumno cons- 
truir toda suerte de ángulos, 





Lonvexo. 


22. Ángulos adyacentes y opuestos por el vértice, 

Los ánguios 1. y 2.* de la fgura de la página 21 tie- 
nen un lado común y los otros dos son uno prolongación 
del otro. Todos los pares de ángelos que cumplan esta con- 
dición diremos que sou adyacentes. Por tanto, también son 
ángulos adyacentes los 2,” y 3.” así como los 3." y 4.7, y 
también los 4.? y 1.* 

Los ángulos 1. y 3.” son tales que los lados del uno 
son las prolongaciones de los lados del otro. Todos los pa- 
res de ángulos que cumplan esta condición se llamarán Án- 
gulos opuestos por el vértice. Lo son, pues, tembién los 
ángulos 2.” y 4.” 


23. Igualdad de ángulos, 

Si después de cortados los ángulos de referencia super- 
ponemos el 3. con el 1.*, lograremos que coincidan a la 
vez los dos lados. Repitase la experiencia con los áng1u- 
los 2. y 4.%, y se obserya lo propio. Entunciaremos breve- 
mente esta propiedad diciendo : 

Dos ángulos opuestos por el vértice son iguales. 

De un modo general, cuando dos ángulos AOB y 4'0'B' 
se puedan stiperponer 


: B Bi 
en tal forma que cojin- 
cidan a la vez sus dos WN W 
lados, diremos gue son WN 
iguales, La coinciden- ó A 0 A 


cia puede lograrse de 
dos modos: OA con O'A' y OB con OB”, o bien OA gon 
O'B' y OB con O'A". 

Es evidente que: Todos los ángulos llanos son iguales, 


24. Transportador de ángulos, 


Para comprobar la igualdad de los ángulos de la figu- 
ra anterior, no hace falta recortar estos ángulos, Podemos 


ESCUELA U. DE licermera 
tor TECNICA AE 
TEMBLIOTECA-=5 D7ut 
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proceder así: Hagamos coincidir u1 borde rectilíneo de 
una tarjeta o cartulina con uno de los lados, OA del 4n- 
gulo OAB, señalando el punto O” que coincide con O, Se- 
fialemos también en el contorno de la tarjeta el punto p* 
por donde asoma el lado OB (suficientemente prolongado), 





Queda así idealmente determinado en la tarjeta un ángulo 
A"O”"B" igual al AOB, Si al transportar ahora la tarjeta 
sobre A'O'B' togramos que coincida de modo análogo con 
A"O"B", aseguraremos que también son iguales AOB y 
A'0'B' sin necesidad de recortárlos, 

Esto equivale a afirmar que dos ángulos iguales a un 
tercero son iguales entre sí, 

El trozo de cartulina empleado para estos usos se Ha- 
mará transportador de ángulos, 


25. Suma de ángulos, 


Dados dos ángulos AOB y MON, coloquentos el segun- 
do junto al primero de modo 
que coincidan los lados OA 
y OM ípor ejemplo) y los 
otros dos estén a distinto ja- 
do de la recta 04. El ángu- 
lo BON formado de este mo- 
do, por la reunión de los án- 
gulos dados, se Hama suma de éstos. Para sumar varios án- 
gulos procederemos sumando los dos primeros, el resultado 
con el tercero, el resultado con el cuarto, etc., hasta sumar 
el último. : 
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Así, el ángulo O4E de la figura es la suma de los án- 
gulos 40B, BOC, COD, DOE, y es- | 
cribiremos abreyviadamente para ex- R D 
presario. 


ADE=AOB+ BOC+ COD4+ DOE 


Si efectuamos la suma en otro or- 
den o sustituyendo dos ángulos por 
su suma efectuada, observaremos que 
el resultado es siempre el mismo. Es decir: la suma de án- 
_ gulos tiene las mismas propiedades que la suma de nú- 
metros, 





26, Angulos suplementarios, 


Dos ángulos cuya suma sea un ángulo llano se llaman 
suplementarios. En particular, recordando la definición de 
ángulos adyacentes restiita : 

Dos ángulos adyacentes son suplementarios. 


27. Desigualdad de ángulos. 
Sean dados dos ángulos AOB y A'O'B' no iguales, y 
llevemos el segundo sobre el primero de modo que 0'4' 
: coincida con OA y que 
B B 3 los dos ángulos estén 
a un nismo lada de 
esta recta. Los otros 
| . dos lados OB y O'B' 
0 A 0 no coincidirán. Supon- 
gamos que O'B' caiga dentro del ángulo AOB; entonces 
diremos que este ángulo AOB es mayor que 4'0'B', o bien 
que A'O'B" es menor que AOB, escribiendo indistinta- 
mente AOB "> 4'O'B, o bien A 'O'B'< AOB., 
Si ocurriera, por el contrario, que OB estuviera en el 
interior del ángulo A'O'B”, escribiríamos 4'0'B' > AOB,. 
Ningún otro caso de desigualdad es posible. 


a A 


38. Diferencia de ángulos. 


Si AOB es mayor que 4'0'B', al superponerlos como 
acabamos de indicar, queda descompuesto. AOB en suma 
de dos ángulos, uno igual a 4'0'B' y otro B'OB que llama- 
remos diferencia entre AOB y A'O'B', y escribiremos: 


BOB'= AOB — AOB', 


La operación que acabamos de describir, o resta de án- 
gulos, tiene las mismas propiedades que la resta de núme- 
ros, propiedades cuyo enunciado y verificación dejamos 
como ejercicio para el alumno. 


Nora.-—Hasta aquí, todas las propiedades obtenidas lo han 
sido por observación y comprobación directa sobre cosas materia- 
les, Esto facilita mucho el estudio, pero no crea el alumno que 
la Geometría es una ciencia completamente experimental, Ex- 
cepto unas pocas propasiciones, llamadas axiomas o postulados, 
todas las demás pueden demostrarse, es decir, pueden deducirse 
como consecuencias de dichos postulados, mediante razonamitn- 
tos adecuados, y son, por tanto, teoremas, (Y. ejercicio 6.%). 


EJERCICIOS 


1.2 Traza a pulso ángulos iguales a los 
q a, b, e v d de la figura y cormpruébalos, 
d 2. Ordénalos de mayor á menot. 
3.” Determina sus suplementarios. 
5 4 Determina gráfipamente los ángu- 
los 34, za, 2b, 20, 30, ad, 3d, 4d, eto. 
5.2 Idem los ángulos; 2c0+4, 30 -— sd, 
i a+ 2b-— 36+4d,. si— 30c+24—b, etc. 
6.2 Como primer ejercicio de demostración, observa que dos 
ángulos opuestos por el vértice son adyacentes.-o suplementarios 
de uno mismo ; por tanto, son iguales. 
En el párrafo 23 comprobamos esta igualdad ; ahora la de- 
mostramos como consecuencia de las propiedades de la resta. 


Lección 5.*—-Medida de los ángulos. 


(INSTRUMENTO: El, 1,IMBO GRADUADO.) 
| 


239. El ¿ngulo recto. 
Doblemos un papel con un borde rectilíneo AB, de 


modo que dicho borde se pliegue sobre sí mismo alrededor 
de un punto O. El doblez obte- 


o nido OM, que es también recto 
GS (lección 1.*), descompone el án- 







gtulo Nano en dos ángulos que 


e Y son iguales, puesto que colnci- 


E 
Á 0 BAB 0 den mientras está doblado el pa- 


pel. Cada uno de ellos recibe el nombre de recto. 

Angulo recto, es, pues, la mitad de un ángulo llano, y 
un ángulo completo vale cuatro rectos. 

Todos los ángulos rectos son iguales, por serlo todos 
los llanos. 

Un ánenlo menor que un recto se llama «gudo. 

Un ángulo mayor que un recto se llama obtuso. 


AAN 


Anguios Complementarias. Agude. Obtuse. 








Dos ángulos agudos cuya suma valga un recto se llaman 
complementarios, 


== 0 És 


30. La unidad de ángulos. 


El 4ngulo recto es uña unidad natural de ángulos, pero 
es demasiado grande. Desde muy antiguo se la tomado una 
unidad mucho más pegneña que se llama grado sexagesi- 
mal, y que resulta de dividir el ángulo recto en go partes 
iguales. 


Un grado sexagesimal se representa así; 1. El áneulo 
recto tiene, pues, 90”; el ángulo llano tiene 180%, y el án- 
gulo completo 360". 

La división del ángulo completo en 360 grados tiene su 
origen en la Astronomía de los pueblos más antiguos y se 
ha venido conservando por tradición. Sin embargo, meder- 
namente se tiende a introducir, para ciertos úsos, la. tmi- 
dad llamada grado centesimal, que es la centésima parte 
del ángulo recto. Se representa así: 1%, de niodo que un 
ángulo recto vale z00%; un ángulo llano vale 200%, y un 
ángulo completo 400%. 


31. El limbo graduado, 


Dibujemos en el transportador utilizado en la lección 
precedente los ángulos de 1.2, 2. 3... DO cmo (en la 
figura no se han podido marcar todos). Si aplicamos di- 
cho transportador así grabado, so- 
bre un ángulo cualquiera dei dibúu- 
jo, nos dará inmediatamente su 1mne- 
dida en grados, 

Obsérvese que de las rectas mar- 
cadas en el transportador, sólo nos 
interesarán las porciones próximas 
al borde o limbo de la tarjeta. Marcanáúo, pues, solamente 
estos trazos, con una numeración que facilite el recuento, 
como en las reglas graduadas, tendremos un instrumento 
llamado ltmbo graduado, que sirve para medir los ángulos, 





— 0 


La forma del borde o limbo importa poco. Por razones 
que se explicarán en la ldec- 
ción -12, se stelen construir e SrRAnaS a 
limbos circulares. La hgura A > 
representa un limbo semi- ; 
circular, frecuente en las ca- 
Jas de tustrumentos de di- 
bujo, 





.3a. Divisores del grado. 


En el dibujo no es frecuente apreciar ángulos más pe- 
queños que el grado. Sin embargo, para algunas ciencias 
como la Astronomía, “Topografía, etc., esto es necesario. 
Para ello se fracciona el grado sexagesimal en 60 partes 
iguales, llamadas minutos sexagesimales, y cada minuto en 
60 segundos sexagesimales, Un minuto se representa así: 
1, y un segundo de este otro modo: 1”. 

En la moderna división centesimal, de que antes he- 
mos hablado, se divide el grado 1% en 100 minutos centesi- 
males (100'c) y el minuto en 100 segundos (100%). 


La medida de minutos y sepundos se efectúa en limbos muy 
grandes, con nonius adicionales (parecidos a los descritos para la 
medida de segmentos) y otros medios auxiliares, que llo son de 
este Jugar. 


33. Operaciones con las medidas de ángulos. 

La medida de un ángulo que consta de grados, tminu- 
tos y segundos, es un número de los que en Aritmética lla- 
mábamos complejos. Por ejemplo: 


34" 28 52" — 46% s7'c 8g"c. 


Para comparar, sumar, restar, etc., los ángulos, basta 
comparar, sumar, restar, etc., sus medidas. Esto es muy 
sencillo si la medida es centesimal, pies podemos utilizar 


la notación mediante números decimales y operar con és- 
tos, Así, el ángulo anterior puede expresarse así 


46%,5789. 


Las operaciones con complejos de grados, minutos y 
segundos sexagesimales han sido ya explicadas con suf- 
ciente detenimiento en el curso de Aritmética ($$ 56, sy, 
58, 92, 93, 94, 95). El alumno repasará estas Operaciones y 
- hará aplicación de ellas a los problemas que se proponen 
en los ejercicios. 


394. Los limbos de los relojes, 


Los relojes dan un ejemplo muy interesante de limbos gra- 
duados. Un mecanismo especial hace que los ángulos girados 
por las manecillas sean proporcionales al tiempo empleado en el 
movimiento, de modo que estos ángulos dan la medida indirecta 
del tiempo. 

s Obsérvese que existen rejojes con lim- 
” bos de formas variadas, A una misma 
hora el ángulo marcado por todos los reto. 
jes es el mismo. Vemos nuevamente cámo 
para la immedida de un ángulo pueden utj- 
lizarsée timbos de forma cualquiera, 


EJERCICIOS 


1.2 Resuelve por cálculo los ejercicios 
3% 4-* y 5.2 de la jección anterior, con los 
siguientes datos: a=39%8'35* : b=78%0"; 0=23*15'; y d= 
=14%y710*. 

2.2 ¿Qué ángulos forman entre sí las o direcciones 
de la rosa de los vientos? N y S, N y 0, O y SO, NO y NE, 
ONO y SO, E y NO, NNE y 550, etc, A 

3.2 Expresa en grados el ángulo que 
forman las dos agujas de un reloj a la 1, 
a las 7, a las Eh, 30 m., 2 h. 40 1m, ? 

42 Con los dngulos visuales aproxima- o $ 
dos de la figura, mide aquellos con que 
ves un edificio, una persona, etc, 








Lección 6,”—Lineas quebradas y polígonos, 


35. Pofigoanos, 


Dados varios puntos A, B, C, D, E en el pleno del di- 
búujo podemos trazar los segmentos 4B, BC, CD y DE, 
y resulta así una línea AÁBCDE, que se llama guebrada, 
Los segmentos AB, BC, CD, DE se aman lados, y los 
puntos B, €, D comvnes a dos lados consecutivos se llaman 
vértices, El primer punto Á y el último E se llaman extre- 
mos de la quebrada, 

Si también se une el último punto E con el primero A, 
la línea quebrada se lama cerrada, y todos los puntos son 
vértices, 

La línea quebrada cerrada se llama poligonal cuando 
dos lados no consecutivos cualesquiera carecen de punto 
comén, como ocurre en la figura 2.*. Si cortamos una hoja 
de papel siguiendo una poligonal se desprende un trozo de 
hoja que se llama polígono, si bien la costombre na hecho 
que este nombre se aplique también a la línea poligonal 
que lo iimita. 


E € 
Oy 
A 
Á E E 
En la figura se representan dos líneas quebradas cerra- 
das cúyos lados no consecutivos se cortan. Estas líneas se 


llaman estrelladas, y a veces también impropiamente polí- 
gonos estrellados. 


— q— 


36. Clasificación de los poligonos. 


Los polígonos se clasifican por el número de vértices. 
Ej más sencillo, que tiene tres vértices no situados en línea 
recta, se llama triángulo; el de cuatro vértices se llama cua- 
drilátero; el de cinco se llama pentágono; el de seis exago- 
no; el de siete epiágono; el de ocho octógono; el de nueve 
eneágono; el de diez decágono; el de quince pentedecágo- 
no; etc. (1). 


MADOÓ 


Trangulo, Cuadritótero. Pentágono, Éxggono. 





Eptáigono. Octógono, Decágono, 


Un polígono se llama convexo cuando la recta a que 
pertenece cada dado no corta al polí- 
gono, es decir, lo deja todo a un mis- 
mo lado de ella. Los triángulos son 
«siempre convexos, En cambio un cua- 
drilátero puede no serlo como el de la 
figura adjunta, Tampoco lo son el o0c- 
tógono y decágono de la figura an* 
terior, 





(1) Las palabras triángulo y cuadrilátero son de origen la- 
tino y significan tres ángulos y cuatro lados. Las demás son grie- 
fas y se forman con los numerales penta 5, exa 6... y el sufijo 
gorro (¿ngulo). 


37. Primeras propiedades del triángulo, 

Materialicemos los tres vértices ABC de un triángulo 
por tres alfileres clavados en el papel o por tres estacas cla- 
vadas en el suclo, y formemos los lados AC y BC anudan- 
do en 4 y en B un hilo o cordel tirante que pase por la 


y 





estaca €. La experiencia nos enseña que si sacamos esta 
estaca, siempre se afloja el cordel, de modo que al estirarlo 
nuevamente entre Á y B, queda sobrante un trozo, es de- 
cir, que la suma de los dos lados AC y BC cs mayor que el 
tado AB. Como esta experiencia puede repetirse en cual- 
quier triángulo y para cualquier lado, la enunciaremos de 
uno modo breve y abstracto, asf : 


Todo lado de un triángulo es menor que la suma de los 
otros dos. 


Esta propiedad es en tal forma evidente que, sin duda, nin- 
gún lector se tomará la molestia de verificar la experiencia an- 
terior, La elección del segmento rectilinco como el camino más 
corto entre dos puntos es algo instintivo, incluso en los seres 
irracionales. 


Si designamos por «a, b, c dos lados de un triángulo y 
aplicamos a cada uno de ellos la proposición anterior po- 
dremos escribir abreviadanmente : 


eXLZa+tb, a<b+c, bc+a. 


Si en la primera desigualdad restamos de sus dos mtermn- 
bros el lado b, resultará : 


c—b<Za osea — al>c—b; 


— 4 — 


es decir, que el lado a es mayor que la diferencia de los 
otros dos. Como del mismo modo se probaría para los otros 
lados, partiendo de las restantes desigualdades, enunciare- 
mos esta otra proposición : 


Todo lado de un triángulo es mayor que la diferencia 
de los otros dos. 


La comprobación directa y experimental no difiere en esencia 
c de la anterior, Llevando el 
segmento b sobre e, se 





a afloja el trozo de cordel 
) que forma el lado a, lue- 
a ..o B e go a> c—b, 


38. Quebradas envolventes y envueltas. 


Teniendo el hilo en las mismas condiciones iniciales que 
en el párrafo anterior, claycntos la estaca situada en €, cn 
un punto €” interior al triángulo ABC. 
Si ponemos el hilo nuevamente tirante 
sobrará un trozo, Diremos que la que- 
brada" 4C"B que así se obtiene está en- 
vuelta ¡or la ACB, y resulta de la ex- 
periencia descrita que: La Hnea ACB 
envuelta, es menor que la envolvente ACB, 





Esta proposición también se verifica para líneas envueltas de 
mayor número de lados mientras sean convexas como la ABCODE 
que se indica en da figura, También esta propiedad es evidente; 
si dicha quebrada 
representa, por 
ejemplo, la valla de 
un jardín y en Á 
está- un niño que 
persigue a otro si- 
tuado en E, lo hará 
sin duda bordeando 
ta valla ABCD, y 





no siguiendo otra trayectoria AB'C'DE que envuelva dicha tapia, 
Obsérvese que si la valla del jardín tuviera una porción entran- 
te BCD, es decir, si dejara de ser convexa, dejaría de ser cierta 
la proposición y el niño del ejemplo al llegar a B no seguiría la 
valla, sino la recta BD, 

Dejamos al buen eriterio del profesor el hacer ver al alumno 
a modo de ejercicio (si lo cree oportuno y conveniente) que esta 
proposición puede también demostrarse como consecuencia de la 
establecida en el párrafo anterior, como se hace en los libras co- 
rrientes de Genmetría elemental. 


EJERCICIOS 


t.2 Ejercítate en dibujar 2 pulso multitud de polígonos, 

2.2 - Observa en un plano de la ciudad el camino de tu casa 
al colegio. ¿Qué figura resulta? Si vuelves por otro camino, ¿qué 
figura forman juntos el de ida y el de vuelta? 

3.2 ¿Cuántas calles seguiste? ¿Cuántas esquinas dablaste? 

4." Compara el número de vérticos y lados de 

una poligonal (abierta y cerrada). a 
3." Demostrar que sí dos segmentos AH y G 

CD se cortan, la suma de los segmentos AC y 

BD, que unen sus Extremos apuestas, es menor 

que la suma 114+C€0D de los durdos, A D 


NOFA AL CAPITULO PRIMERO 


lua historia de la Giermetría elemental es la bistoria del ge- 
no matemático griego. El maravilloso edificio lógico ievantado, 
hace más de veinte siglos, por tas escuelas griegas desde Thales 
y Pitágoras hasta Euclides, Arquímedes y Apolonio, se conserva 
aún hoy con toda su fortaleza y esplendor, y se halla reproduci- 
do, en sus kincas generales, en la inmensa mayoría de los libros 
elementales. Desde aquellos liempos, fueron precisos más de die- 
cistete siglos para llegar a Un progreso realmente notable en el 
campo de la Gcomelría, 

En los capítulos sucesivos pasaremos rápida revista al des- 
arrollo histórico de la Geometría al tratar las materias propias 
de cada uno, Por lo que se refiere a la medición de segmentos 
v de ángulos, tratada en éste, véanse nuestros Elementos de 
Aritmélica, páginas 152 y 186, 


CAPITULO 1i 


LOS MOVIMIENTOS DEL PLANÓ 


Lección 7.—Los movimientos y la igualdad de figuras. 


(INSTRUMENTO: ÉL PAPEL DE CAJ,CO 
Y LAS PLANTILLAS.! 





39. Movimiento. Igualdad. 


Así como hemos transportado ángulos mediante un si1n- 
ple trozo de cartulina (transportador), se pueden trans 
portar figuras más complicadas mediante una hoja de pa- 
pel transparente, calcándolas y reproduciéndolas eñ la po- 
sición elegida. En esta forma procederíamos, por ejem- 
plo, para reproducir un dibujo en un paño. Se dice enton- 
ces, en términos geométricos, que se ha aplicado a la figu- 
ra transportada un movimiento. 

Diremos que dos figuras son iguales o congruentes 
cuando puede deducirse una de otra por un movimiento. 


30, Determinación del movimiento, Igualdad directa e 


INVETrss 


Veamos cómo se ftja la posición del dibujo transporta- 
do, es decir, cómo se determina un movimiento, Para ello, 
podemos llevar un punto O del dibujo (que suponemos ya 
calcado en el papel transparente) sobre un punto fijo O” 
del paño, convenientemente elegido; e inmediatamente 
orientaremos el dibujo, es decir, en lenguaje geométrico, 
lleyaremos una cierta semirrecta OA del dibujo sobre una 
cierta semirrecta 0'4” del paño. Pero aún cabe colocar el 


papel transparente en dos posiciones según cuál de sus ca- 
ras esté en contacto con el paño. Si esta cara es la misma 
que antes estuvo en contacto con el dibujo original el mo- 
vimiento se llama directo, y si por el contrario hemos in- 





vertido las caras, el movimiento se llama inverso. La igual- 
dad de figuras se llama directa o inversa según la clase de 
movimiento que la defina, 

Enunciaremos estas observaciones que nos dicta la ex- 
periencia en la siguiente forma abstracta : 


Para determinar un movimiento de una figura plana 
basta llevar una semirrecta del plano móvil sobre una se- 
mirrecta del plano fijo, invirtiendo o no el plaño móvil se- 
gún que se deses una igualdad inversa o directa. En otros 
términos: Existe un solo movimiento directo, y uno solo 
inverso en el que se correspondan las dos semirrecias dadas. 


Tenernos nuevos ejemplos de igualdad direcia en las planti- 
“las de letras y motivos ornamentales de los pintores, en los pa- 


Mz 
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trones de sastres, etc. Un patrón de manga puede utilizarse, sin 
embargo, aplicando la igualdad directa y la inversa, obteniéndo. 
se así las dos mangas con un solo patrón, 

Nuevos ejemplos de igualdad inversa nos los proporcionan un 
escrito y la marta que deja en el papel secante. Los dibujos he- 
chos en la piedra dej litógrato y las litografias que de la piedra 
se obtienen, y, en general, los moldes de imprenta, clichés, etc., 
Y sus Coplas, 


De la definición de igualdad resulta que dos figuras 
iguales q una tercera son iguales entre sí. 


41 Igualdad de figuras poligonales, 


No es posible siempre utilizar plantillas o papel trans- 
parente para copiar figuras. Tal es el caso de las grandes 
figuras que se construyen en jardinería, topografía, agri- 
mensura, etc, 

Si se trata de figuras poligonales, puede lograrse esto 
transportando aislada y ordenadamente los lados y los án- 
gulos. En efecto, suponganios, para nuestro razonamiento, 
que se nos dé una pequeña plantilla como la ABCD ... LM 
de la figura. Si nos proponemos recortar una silueta igual 
a ella aplicaremos un papel y empezarerrios a cortar a par- 
tir de A en la dirección AB, hasta llegar a B, es decir, re- 
cortaremos primeramente el segmento AB, luego a partir 
de B cortaremos en la dirección BC (manteniendo el seg- 
mento anterior 4B en coincidencia con el de la plantilla), 
es decir, formaremos el án- 
gulo B, hasta llegar a C, o sea 
hasta completar el segmento 
BC; luego formaremos el án- 
gulo € cortando en la direc- 
ción CD (conservando BC su- 
perpuesto con la plantilla), etc.; y así, hasta llegar al otro 
extremo, 





Se observa que ai recortar la copia en cuestión no he- 
mos hecho más que materializar ordenadamente la igual- 
dad de los segmentos y de los ángulos y tenemos la segu- 
ridad de que la figura resuitante será igual a la propuesta. 
Es decir: 


Dos líneas quebradas son iguales cuando los lados y án- 
gulos de una son ordenadamente iguales a los lados y án- 
gutos de la otra. 


Se comprende ahora que para construtr sobre el terre- 
no una quebrada basta dar sus lados y sus ángulos en el 
orden conveniente para que no haya lugar a confusión, y 


aún estos elementos pueden darse simplemente por sus mne- 
didas. 


42. Observación, 

Si la línea poligonal es cerrada no hace falta dar todos 
los lados y los ángulos. En efecto, recortada la silueta 
ABC ... LM podemos completar el polígono ABC ... LMA 
uniendo M y A mediante un «corte rectilíneo, y por cotnsi- 
guiente para construir un polígono igual al ABC ... KLA 
no haría falta transportar ni el tado MA ni los ángulos en 
M y en Á. 


43. Igualdad de triángulos. 


En particular, para construir un triángulo igual al 
ABC de la figura podemos transportar simplemente el Án- 


E c E 
| ¿ÍNÑ e A, 
MA A 


gulo 4 en A! y los lados que lo forman AB y AC, y com- 


poza 40 died 


pletaremos el triángulo uniendo los puntos P' y C' así oh 
tenidos. Esto equivale a afirmar que: 


Dos triángulos son iguales cuendo tienen respectiva- 
mente iguales dos lados y el ángulo comprendido. 


ID) Pero también puede prorederse transportando pri- 
mero el segmento 4B y luego los ánguios 4 y B contiguos 
a él, pues el tercer vértice quedará determinado por la in- 
tersección de los lados así obtenidos. Este modo de proce- 
der equivale a afirmar que : 


Dos triángulos son iguales cuando tienen respectiva. 
mente iguales un lado y los dos ángulos contiguos, 


Le 


11D Los dos métodos expuestos exigen transportar án- 
gulos. El transporte de ángulos es engorroso en el terre- 
no. Si los triángulos son grandes es preferible segutr otro 
método usado algunas yeces por los jardineros, 

Consiste en aplicar una cuerda tirante al contorno del 
triángulo haciendo un nudo o señal en cada vértice. Trans- 
portada la cuerda, basta mantenerla tensa por estos tres 


7 7 c 
Á B a 


Á BD e DD 


puntos y se tiene la seguridad de que el triángulo 4'B'C' 
formado es igual al primero ABC, Este modo de proceder 
equivale a ahrmar que : 


— 41 — 


Dos triángulos son iguales cuando tienen los tres lados 
respectivamente iguales, 


La operación ha consistido precisamente en materiali. 
zar estos tres lados mediante tres trozos de cuerda tirante. 


Nota.—Este último caso de igualdad puede demostrarse del 
modo siguiente: Dados los dos triángulos de lados respectiva- 
mente iguales a=4', b=b", e=e!, y colocados de modo que ce 
coincida con el, si ambos triángulos están a un mismo lado de 
dicha recta, deben coin- 
cidir, En efecto, si no 
coincidiera ninguno de 
los ¿ngulos, ocurrida 
uno de los dos easos 
de la figura con fas 
quebradas formadas | 
por los otros dos lados: o una quebrada envolvería la otra,. o 
ambas se cortarían. El primer caso no es posible porque de él 
resultaría (8 38) a+ > 0'+b', y el segundo tampoco porque 





_ 


de él resultaría al4b > a+4+b' (véase ejercicio 5.%, lectión ante- 
rior), y ambas desigualdades están en contradicción con la igual. 
dad de lados. 


EJERCICIOS 


1.2 Ejercitate en trazar a pulso triángulos y polígonos igua. 
les, y comprueba luego la igualdad, 

2,2 ¿fué son entre sí dos figuras inversamente iguales a 
una tercera? Pon ejemplos. 

3.2 ¿Qué son entre sí dos figuras una directamente igual y 
otra inversamente igual a la tercera? ¿Ejemplos? 

4. Transporta triángulos sobre la mesa o sobre “el enceradu 
por los medios expuestos ep esta lección, 

5 Forma un triángulo con tres cuerdas firantes, Si cierras 
un poco uño de los ángolas, manteniendo tirantes los lados que 
lo forman, ¿qué fe ocurre al tercer lado? Enuncia la proposición 
correspondiente, ¿Sabrias demostrarla? 

6.0 El caso 3, de ¡igualdad de triángulos equivale a decir 
que un triángulo queda determinado por sus tres lados.. Observa 
esta propiedad en las sillas y escaleras plegables, en la rigidez 
de los entramados metálicas, formados por triángulos, etc, 


Lección 8.--La simetría axial y la perpendicularidad. 


(INSTRUMENTO: LA ESCUADRA.) 





44. La simetría. 


En la lección anterior hemos visto que al hacer la copia 
de un dibujo sobre un papel o paño puede colocarse de 
dos maneras el papel transparente, de modo que coincidan 
una sémirrecta OA del mismo con otra del papel o paño, 
en el que se efectúa la copia, Para pasar de una posición 
a otra, basta cambiar la cata que está en contacto con el 
paño. 

Se dice que las dos figuras que así se obtienen son si- 
métricas resbecto de la recta OA llamada eje, o también 
que existe entre ellas una sime- 
tría de eje OA. Se suele Hamar 
rebalimiento al movimiento que 
lleva el papel transparente de 
una a otra posición, permane- 
ciendo constantemente fija la recta OA y el punto O (y por 
consiguiente todos los demás puntos de esta recta). 





En resumen : La simetría es un movimiento inverso del 
blano, en el que permanecen fijos todos los puntos de una 
recta lHamada eje. Para definir una: simeiría basta dar 
el eje, 


Una figura se llama simétrica respecto a un eje si coln- 
cide consigo misma en la simetría con este eje. 


Ejemplos: Al cerrar un cuaderno con un borrón de tinta fres- 
co se obtiene otro simétrico respecto al doblez, La H es simétrica 
respecto al palo horizontal; la Y respecto al vertical. 5on simé- 
tricas las "hojas de muchas plantas, las mariposas, los muñeros 
como el de la figura, ete. 





Coma los únicos puntos que no se mueven en el reba- 
timiento son los del eje, podemos comprobar si el borde de 





Aegla buena | 





una regla es recto rebatiéndola alrededor de dos puntos 
A y B de dicho borde, como indica la figura, lo cual! es 
más preciso y breve que lo inélicado en cl párrafo 6.” 


46. Puntos simétricos, Rectas perpendiculares. 


Consideremos dos puntos simétricos P y P', respecto de 
un eje r; es decir, al rebatir el plano alrededor de r viene 
P sobre P' y P! sobre P. La recta 


PP" viene a coincidir con PP. El ed 

ángulo MOP coincide con el MOF', 

luego son iguales y por tanto tec- My OL P 
tos ($ 29). También lo son, natural. 5 


mente, los otros dos ángulos opues- z. 
tos por el vértice de aquéllos, ; 

Se dice que dos rectas so per- 
bpendiculares, o bien una de ellas perpendicular o normal 
a la otra cuando se cortan en ángulo recto. 


— da. — 


Los puntos siméiricos están, pues, en rectas perpen- 
diculares al eje. 


47. La escuadra, 

Puesto que todos los ángulos rectos son iguales basta 
tener uno que sirva de plantilla. La escuadra es una plan- 
tilla triangular que tiene un ángulo recto. | 


Otras escuadras usadas en varios oficios tienen simplemente 
la forma de una L, Puede improvisarse una escuadra plegando 
dos veces un papel de modo que el primer doblez se pligue sobre 
sí mismo en el segundo plegado. 





Para comprobar el ángulo recto de una escuadra no hay 
más que ver si su duplo es un ángulo llano, lo que puede | 
hacerse como indica la figura. 


h 
LO 





48. Trarado de perpendiculares con la escuadra. 


Esta misma comprobación nos dice que por un punto 4 
de una recta r, no se le puede unzar más que una per- / 


pendicular, Lo mismo ocurre desde un punto exterior P, 
puesto que no hay más que 
una recta que una P con su 
simétrico P' respecto a 7. En 
restimen : 


Por un punto cualquiera 
de uu plano no se puede tra- 
zor más que una perpendicu. 
lar a una recia del mismo. 

Para trazarla no hay más que colocar la escuadra de 
modo que un lado del ángulo recto coincida con la recta y 
el otro pase por el punto. Se facilita la operación adosando 
una regla a la recta dada y deslizando la escuadra a lo lar- 
go de ella. 





39. Distancia de un punto a una recta. 

Se dice que ta recta es oblicua respecto a otra cuando 
forma con eHa ángulos no rectos. 

Consideremos por un punto P exterior a una recta £ la 
perpeudicular y diversas oblicuas, 
y comparemos los segmentos PA, 
PB, PC, ... determinados por el 
punto P y las intersecciones de di- 
chas rectas, Es para todos un hecho 
evidente que 

El segmento de perpendicular es menor que cualquiera 
de los de las oblicuas. | 





Es tan intuitiva esta proposición que hasta un perro echado 
al agua sigue instintivamente la perpendicular a la orilía para 
alcanzaría rápidamente, 

Sin embargo, también puede demostrarse como consecuencia 
de las proposiciones del $ 37. Basta considerar para ello los seg- 
mentos simétricos P'A y PB del de ia perpendicular y de una 
oblicua cualquiera. El segmento P'P, es decir, ef doble PA, es 
menor que PB4 P'H, es decir, el doble PE; luego PA <PB. 


Se llama distancia de un punto a una recta el segmento 
de perpeudicular comprendido entre el punto y la recta. 
Es decir, el segmento PA de la figura. El punto A de in- 
tersección de la perpendicular se llama pie de ésta. 

Como PA y PA son simétricos y por tanto iguales, po- 
demos ahora añadir; Los puntos simétricos equidistan del 
eje, que significa distan igual, Este enunciado y el del pá- 
rrafo 46 permiten coustruir puntos simétricos mediante la 
escuadra y el portasegmentos, . 


50. Mediatriz de un segmento. 

La perpendicular OP en el punto medio O de un seg- 
mento AB se lama mediatriz del segmento, De la propie- 
dad anterior resulta : 


Los extremos de un segmento son simétricos respecto 
de la mediatriz. 


St unimos un punto cualquiera P de dicha mediatriz 
con los extremos del segmento, se obtienen dos segmentos 
PA y PB también simétricos, y por tanto iguales, es decir: 


Todo punto de la mediatriz equidista de los extremos 
del segmento. De otro modo: Son iguales las oblicuas cu- 
vos pies equidistan del de la perpendicular, 





DISeotriz 





51. Bisectriz de un ángulo, 

Las rectas simétricas forman con el eje ángulos simé- 
tricos y por tanto iguales. El eje divide, pues, en dos par- 
tes iguales al ángulo formado por dos semirrectas simié- 
tricas. 


La semirrecta que pasa por ej vértice de un ángulo y le 
divide cn dos iguales se llama bisectriz del ángulo. Do- 
blando un ángulo de papel por su ES coincidirán las 
dos mitades; es decir : 


Los lados de un ángulo son simétricos respecto de la bi- 
sectriz. 


Como las distancias de un punto del eje a dos rectas si- 
métricas son también simétricas, y par tanto iguales, re- 
sulta : 


Todo punto de la biseciriz equidista de los lados del 
ángulo, 


EJERCICIOS 


1.2 Habitúate a trazar a pulso rectas perpendiculares, 

2. Construye uña escuadra de papel o cartulina, y comprup- 
ba con ella las perpendiculares trazadas a pulso, 

3." Dibuja a ojo la figura simétrica de una dada respecto a 
un eje, y compruébala doblando el papel, 

q." Repite el ejercicio construyendo puntos simétricos me- 
diante la escuadra y el portasegmentos. 

5. Observa tos dibujos, adornos, etc., que estén a tu alcan- 
ce, € indica los que son simétricos, 

6.2 Busca letras simétricas en nuestro alfabeto. ¿Siguen 
siéndolo en tipo.de letra cursiva? 

7.2 Determina la bisectriz de un ángulo por plegado, 

8," Comprueba y demuestra que las bisectrices de dos ángu- 
los adyacentes son perpendiculares, 

9.2 Una aplicación en el terreno: Para hallar la distancia 
de un punto A a otro B 
inaccesible, se enfila B 
desde A y desde otro pun. 
to M, y se trazan las rec- 
tas MB" y AB que for- 
men con AM los mismos 
ángulos que las MI y AB, 
La distancia AR” es igual 
a la buscada AR, ¿Por 
qué ? 





Lección 9.— La traslación y el paralelismo. (Ángulos). 


(INSTRUMENTOS: LÁ REGLA Y LA ES- 
CUADRA.) . 


52. La traslación, 





En la lección anterior, al trazar la perpendicular desde 
un punto a una recta, hemos deslizado una escuadra a lo 
largo de una regla. | j 

Todo movimiento de un plano sobre otro fijo, en el que 
una recta del plano móvil se desliza a lo largo de una rec- 
ta del plano fijo se llama traslación, y dicha recta guta de 
la traslación. 

Así, el movimiento de una escuadra adosada a una re- 
gla es una traslación cuya guía es el borde de la regla. 


53. Rectas paralelas, 

Dada una recta 7 y un punto A exterior a ella, coloque- 
mos el borde b de la escua- 
dra en coincidencia con t 
y, adosando la regla a otro 
borde, deslicemos la e€s- 
cuadra hasta que el borde 
b pasé por el punto A (1), 
esta nueva posición del 
borde b determina una rec- 
ta r y diremos que r y Y 
son paralelas, o que hemos 





trazado por ÁA una paralela a r. 


(1) Imaginemos este borde suficientemente prolongado para 
que eso sea siempre posible, 


Definimos, pues, dos rectas paralelas como dos posicio- 
ñes de una misma recta móvil en una traslación, 


Si en lugar de dos, trazamos varlas rectas en distintas 
posiciones de la escuadra deslizante, obtenemos lo que se 
llama un sistema de reclas paralelas, ya que todas ellas 
lo son entre sí dos a dos. 


£4. Propiedades de las paralelas. 

51 repetimos las operaciones antes descritas adosando la 
regla al otra borde 
de la escuadra o cam- 
biando ésta por otra 
escuadra o plantilla 





angular distinta, ob- SS : 

tendremos siempre el SS A 
mismo resullado. Es 0 

decir, el paralelismo Ned E 

de las rectas es inde- EA 
pendiente de la guía RUN 

elegida. á 


Este enunciado condensa otros muchos al parecer dis- 
tintos : 


IL. Por un punto exterior a una recta sólo pasa una pde 
ralela a dicha recta, 
La misma, cualquiera que sea la: guía. 


H. Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas eni-* 
tre sí. ' 

Pues las tres rectas podrán obtenerse por tres posicio» 
nes de la escuadra durante uña misma traslación.. 


ITT. Dos rectas paralelas no se cortán, 
Pues si se cortaran, por el punto de intersección pasa- 
rían dos paralelas a otra recta cualquicra del sisterna. 
4 
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IV. Si una recta corta a otra, coría también a todas 
sus paralelas, 


Pues basta tomar la primera como guía de la traslación. 
De aquí resulta que: 


V. Dos rectas t y Y no paralelas se cortan. 

r Pues trazando por un punto A de Y la 
paralela a r, Y corta a dicha paralela, luego 
también a r. 

Vemos, pues, que la condición de para- 
iclismo de dos rectas es equivalénte a la 
condición de no cortarse, y, por tanto, podemos dar. tam- 
bién la siguiente definición : 





Dos rectas paralelas son dos rectas que no se cortan. 


55. Ángulos entre dos paralelas y una secante. 


Supongamos dadas dos rectas paralelas cortadas por 
otra recta no paralela, que llamaremos secante, y que po- 
demos tomar como guía de la traslación, en virtud de lo 
dicho antes. En cada uno de los puntos de interscueción te- 
nemos cuatro ángulos que nu- 
meraremos como indica la fi- 
gura, 

Il. Se ilaman correspon- 
dientes los ángulos indicados 
en la figura con el mismo nú- 
mero, Por ejemplo: 1 y 1' son 
correspondientes; análoga- 
mente 2 y 2; etc. Los ángulos 1 y 1* son iguales por ser 
las copias de un mismo ángulo trasladado (el ángulo de 
una escuadra, por ejemplo). Lo mismo podemos repetir 
para 2y 2% 3 y 3: 4 y 4. En resumen: 





Los ángulos correspondientes son iguales, 
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Recíprocamente; 51 dos dngulos correspondientes son 
iguales podemos imaginar materializada la igualdad me- 
diante una escuadra o plantilla trasladada, y las rectas se- 
rán paralelas. 


IT. Se llaman alternos internos los óngulos 1 y y', así 
como los 2 y 4'. 

Se llaman alternos externos los ángulos 1' y 3, así como 
los 2” y.4. 

Se llaman conjugados o colaterales los ángulos 1 y 4'; 
así como 2 y 3'; y también 4 y 1133 y 2”. 

El alumno probará como fácil ejercicio que : 


Dos ángulos alternos (internos o externos) son iguales, 
Dos ángulos conjugados son suplementarios, 


Recíprocamente: Si se verifica alguna de estas condi- 
ciones, los ángulos correspondientes serán iguales y las rec» 
tas paralelas. 


En definitiva: Todos los ángulos agudos determinados 
por dos paralelas y wna secante son iguales entre sí, y los 
obtusos también. Un úngulo agudo y uno 
obtuso son suplementarios, 


JM 
41 z e Ll 

III. Si tino de los ángulos es recto, 
lo son, por consiguiente, todos los demás. + 


Es decir, si una recta es perpendicular a 
otra lo. es también a todas sus paralelas; 


y reciprocamente: Dos perpendiculares a una misma recta 
son paralelas entre sí. 


56. Angulos de lados paralelos. 

Direcmos que los lados de dos ángulos están dirigidos en 
el mismo sentido si coinciden por la simple traslación que 
Hevya un vértice sobre el otro. Los ángulos, són, pues, tgud- 
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les, y los lados paralelos. Pero también el ángulo adyacen- 
te de uno tiene lados paralelos a los 
del otro. Si presciudimos, pues, del 
sentido, diremos de un modo gerieral: 


Dos ángulos de lados paralelos son 
iguales o suplementarios (1). 





Nora. —Conviene que el alumno tenga una idea del fametso 
postulado de Euclides, en el que este gran matemático griego 
apoyó 5u teoría del paralelismo : 

Sí los ángulos colaterales internos formados por dos. rectas y 
una secante no son complementarios, las dos rectas se cprian del 
lado de la secante en que su suma es menor que dos recios, 

Se llama postulado porque no es posible deducirlo de proposi.- 
ciones anteriores, y todas las pretendidas demostraciones que se 
han intentado dar se apoyan en postulados equivalentes, Así, 
nosotros podríamos deducirlo fácilmente de lo establecido en esta 
lección (véase más adelante £ 86); pero es por haber admitido 
como punto de partida que el paralelismo es independiente de la 
guía elegida, lo cual implica un postulado mucho más amplio 
que el de Euclides, 

Algunos toman como postulado de Euclides o del paralelismo 
la proposición ($ 54. 1.) equivalente a.él, 


EJERCICIOS 


1.1 Traza a pulso paralelas y compruébalas, 

2.2 Pon ejemplos corrientes de rectas parale- 
las y de sistemas de ellas, 

3.2 ¿Qué son entre sí los ángulos de la Z? 

4.2 Para trazar por un punto P la perpen- 
dicular a una recta r puede procederse con la 
regla y la escuadra, como indica la figura pri- 
mera. ¿Por qué? 

5. ¿Qué relación hay entre los ángulos a, 
c, £ de la figura segunda? 





(2) Pára distinguir un caso de otro basta observar si los dos 
ángulos son agudos, obtusos, o uno agudo y + .ro obtuso, Si los 
dos son rectos no hay distinción, 


Lección 10.-—La traslación y el paralelismo. 
(Segmentos). 


(INSTRUMENTO: LA REGLA, LÁ ESCUADRA Y EL PORTA- 
SEGMENTO.) 


57. Trayectorías en una traslación. 

Si señalamos con la punta del lápiz las diversas posicio- 
nes de un mismo punto A de 
la escuadra durante la trasla- 
ción, podemos comprobar he» 
go que están en una recia $a- 
rálela a la regla que sirva de 
guía, Es decir: ' 

Todos los puntos del plano 
móvil en una irastación des- 
criben rectas paralelas, Cuak 
quiera de estas rectas se des- 
liza, por tanto, sobre sf misma, y puede servir de guía de 
la traslación. 








Ejemplos de trastaciones de figuras planas en las que están 
materializadas más de una guía; E' movimiento de una carta 
” en su sobre; el movimiento de las ventanillas de coches y vago- 
nes; de algunas puertas, ete, 


ESCUELA U, DE INGENIERIA 
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58, Segmentos de paralelas. 


También es evidente y puede comprobarse fácilmente 
que entre una posición y otra del plano móvil en una tras- 
lación, todos los puntos describen segmentos iguales. Así, 
por ejemplo, en la figura siguiente el segmento CC' es 
igual a 44”. 


De otro modo: Los segmentos de paralelas compren- 
didos entre paralelas son iguales. 


Esta proposición y la anterior pueden demostrarse con facili 
dad, sin hacer la experiencia, : 

En efecto, sea €C* la recta guía; los segmentos CA y C'A' 
son dos posiciones de uno mis- 
mo, y por lo tanto iguales, $i 
trazarnos la secante C'A forma- 
remos dos- triángulos CAC? y 
A'C'A, que son iguales por tener 
los lados CA y C'A" iguales, el 
lado ("A común, e iguales tarma- 
bién los ángulos comprendidos 
CAC? y AC'A? (alternos inter. 
nos). 

De la igualdad de estos trián- 
gulos resulta : 1.% La de los ángulos CC'A y C'44*, lo que prue- 
ba que Á y 4' están en una paralela ($ 55) a CC” y por lo tanto 
que el punto 4 se mueve según dicha paralela. 

2. La igualdad de los segmentos CC y AA?, lo que prueba 
que todos los puntos describen segmentos iguales, 





59. Distancias entre dos rectas paralelas, 


Como caso particular del teorema anterior resulta que 
las distancias de todos los puntos 
de una recta a otra paralela son 
iguales, pues estas distancias se mi- 
den en las perpendiculares comtt- 
nes, que son paralelas entre sí (pá- 
rrato 55). 

Esta distancia común se llamará distancia entre las dos 


y" 


pr ES -- 


rectas, y diremos brevemente: Dos rectas paralelas son 
equidistantes, 


Í , 

E : Ejemplo : Una escalera de mano tiene 
dos bastidores laterales; si éstos son pa- 
ralelos los tramos son iguales ; si los tra. 
mos no son iguales los bastidores no son 
paralejos, es decir, se encontrarían segu- 
ramente al prolongarios, 


60. Trazado de paralelas. 


Ei empleo de la regla y la escuadra ha sido ya descrito 
en el párrafo 53; pero las diversas proposiciones estable- 
cidas luego nos dan otros medios para trazar rectas para- 
lelas : 

Con un simple ángulo recto podemos trazar por un 
punto A la paralela a una recta dada r. Basta trazar la per- 
pendicular $ y por este mismo punto la perpendicular Y 
a p. Por ser 7 y Y perpendiculares a $ 
serán paralelas entre sí, A pP 


Así se hace con frecuencia en el terre- P 
na utilizando aparatos más precisos que la 
escuadra de dibujante, el 

En algunos oficios se trazan con frecuencia paralelas 
por el movimiento de un punto en una traslación ($ 57). 


Por ejemplo, la figura representa un medio bastante usado 
por los carpinteros, Los dedos se destizan apoyadas en el canto 
de la tabla, como guía, mientras la punta del lápiz describe una 
paralela a dicho canto, Para hacer la traslación con más seguri- 
dad emplean algunas veces un gram, o un taquito de madera 
llamado escantillón (véase figura). 


La equidistancia se utiliza también en muchas ocasio- 
nes, como, por ejemplo, en la instalación de rieles. 
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Una barra con dos salientes que se ajustan a los rieles da la 
distancia fija que ha de haber entre ellos. 





EJERCICIOS 


1.2 Enuncia calles paralelas a la de Serrano, ¿Cómo medi- 
rías la distancia entre unas y otras? 


2,1 Mide la distancia entre dos líneas impresas de este libro, 
entre los bordes superior e inferior del mismo, etc. 


3.2 ¿Cómo podrías comprobar con un calibrador si los bor- 
des de una regla son bien paralelos? 


==> 
A 
7 
, = 


O 





4. Comprueba que las rectas r y y de la figura primera son 
paralelas aunque no lo parezcan, Lo mismo les ocurre a las rec- 
tas 1 a 7 de la figura segunda. Estos ejemplos te prueban que 
la vista no nos es siempre fiel, y que, por consiguiente, la Geo- 
metría debe fundarse en métodos más sólidos que las simples 
apreciaciones visuales, 


Lección. 11.—Lg rotación, la simetría central y la cir- 
cunferencia, 


(INSTRUMENTO; EL COMPÁS.) A 


61. La rotación, 


Supongamos una hoja de papel sobre la mesa. Si clava- 
mos un alfiler en un punto O de dicha hoja y la movemos, 
deslizándola sobre la mesa, el punto O permanecerá fijo y 
el movimiento del papél se llama rotación, o giro, alrede- 
dor de O. 

Una rotación es, pues, un movimiento directo del pla- 
mo, con un solo punto fijo, que se llama centro de rotación. 

Para determinar un moyimiento de esta clase basta dar 
una semirrecta OA y su correspondiente posición después 
del giro. El ángulo 40A4' formado por estas dos posicio- 
nes de la semirrecta se llama ángulo de giro, por ser inde- 
pendiente de la servirrecta elegida. 


Esta verdad, tan intuitiva, puede deducirse de la igualdad 

) AOB=4A'OB' fentre un ángilo 

á A A, B' y el resultado de girarle) sin más 

j que añadir (fig, a) o restar (figu- 

ra bj) el ángulo ROA”, con lo 

que resulta AOA'= HOP"; es 

decir, las dos semirrectas (Má y 

OB han girado ángulos iguales, 

Las aspas de un molina de 

viento, las paletas de un venti- 

lador, ete., son ejemplos claros, aunque groseros, para ilustrar 
esta proposición. 
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61. Ángulos de lados perpendiculares, 


Haciendo girar go" un ángulo cualquiera AOB, se ob- 
tiene otro ignal A'OB' y de lados per- 
p pendiculares a los anteriores, 

P B Cualquiera otro ángulo de lados 
también perpendiculares a OA y OB, 
A es decir, paralelos a 04! y OB', será 
igual o suplementario de A'OB"($ 56) 

» E B y por tanto de AOB. Es decir : 


Dos ángulos de lados perpendiculares son iguales o su- 
plementarios. 


63. La simetría central. 


Cuando el ángulo de giro es de 180 grados, toda semil- 
recta de origen en el centro se transforma en su opuesta; 
todo ángulo de vértice O se transforma en su opuesto por 
el vértice; todo punto A, distinto de O, se transforma en 
otro a igual distancia y en la semirrecta opuesta. 

Diremos que entre una figura y la que resúlta de girar- 
la 180 grados alrededor de un punto O existe una simetría 
central cuyo centro es O, o que, una de cstas figuras €s st- 
méirea de la otra respecto de (. 

Mediante un papel de calco podemos, pues, dibujar in- 
mediatamente la figura simétri- 
ca de otra, sin más que aplicar- 
le un giro de 180 prados. Pero 
también puede hacerse la cons- 
trueción punto por punto, me- 
diante una simple regla y un 
portasegmentos, teniendo en 
cúenta lo dicho antes : 





Dos puntos simétricos cualesquiera están en línea rec- 
ta con el centro, a igual distancia de éste y a distinto lado. 
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Dos rectas simétricas (no pasando por el centro) son pa- 
ralelas, Por ejemplo AC y A'C” de la figura. En.etcuto, el 
ángulo CAO se tranforma al girar en su igual C'A%0, y de 
la igualdad de estos ángulos alternos internos resulta el pa. 
ralelismo de las rectas simétricas 4€C y A €”. 

Una figura se llama» simétrica respecto de un punto 
cuando coincide consigo misma en la simetría que tiene 
por centro de dicho punto. 


Son, por ejemplo, simétricas respecto a un punto las letras y 

] números indicados en la figura. 

: a d El alumno hallará otras en nues- 
na , tro alfabeto. 


63. La circunferencia. 


Mientras el centro O permanece fijo durante una rota- 
ción, cualquier otro punto A, gira conservando invariable 
su distancia de O. Todas las posiciones del puato A for- 
mau una línea llamada circunferencia, 

El punto O se Hama centro de la circunferencia y el 
segmento OA se llama radio. Dos ra- 


dios simétricos OA y OA' forman un Am 
segmento doble AA”, que se llama LN 
diámetro. También se suele dar este A A 


nombre a una recta indefinida cual- Mar. j 
quiera que pase por el centro. 

Un diámetro cualquiera divide a la 
circunferencia en dos partes, cada una de las cuales se lla- 
ma una semicircunferencia, 

De la definición de circunferencia resulta que todo pun- 
to de ella se transforma, al girar alrededor dei centro, en 
otro punto de la misma circunferencia; o, más brevemen- 
te, la circunferencia es una línea que se desliza “sobre sí 
misma en toda rotación alrededor del centro, y puede ser- 


vir, por tanto, de guía. 
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En la práctica es así como se obtienen rotaciones ; por Éjem- 
plo en los ejes de las ruedas, en los cojinetes, etc., siempre se 
materializa el giro haciendo deslizar una E 
circunferencia del eje sobre otra del asien o 
o cojinete, 


También resulta de la definición de 
circunferencia que dos circunferencias 
de igual radio coincidirán en cuanto 
coincidan sus centros; es decir, Todas las circunferencias 
del mismo radio son iguales, 





64. El compás. 

Para trazar una circunferencia no es necesarla hacer mo- 
ver todo el plano alrededor del centro, sino simplemente el 
punto Á que la describe, cuidando solamente de mantener 
invariable su distancia al centro, Esto se logra en el di- 
bujo mediante el instrumento llamado compás que todos 
los lectores conocen, 





Para construcciones en el encerado o en el terreno es 
mucho más práctico valerse del hilo o cuerda tirante como 
indican las figuras. En esta última forma proceden los jar- 
dineros y albañiles. 


65. El círculo. 


Observemos que en el inovimiento del hilo a del com- 
pás se vuelve e la posición inicial después de dar uno vuel- 


bres 


ta completa. El radio móvil ha descrito una porción de pla- 
Ko que se llama círculo y cuyo contorno es la circunferen- 
cia, de modo que recortando el papel a lo largo de la cir- 
cunferencia separaríamos el círculo del resto del plano. 

Todo diámetro divide al círculo en dos partes, cada una 
de las cuales se lama un sermictroulo, 

Los puntos del cfreculdo que no pertenecen a la circunfe- 
recia se llaman interiores a él, los 
restantes del plano se llaman exte- 
riDTE5, 

Como todo punto interior está si- 
tuado en un cierto radio, resulta que 
su distancia al centro es rienor quie el 
radio. La distancia de todo punto extenor es, por el con- 
irario, mayor que el radio. 





66. Simetrías de la circunferencia y del círculo, 


Puesto que la circunferencia coincide consigo misma en 
cualquier giro alrededor del centro resuita : 


La circunferencia y el circulo son figuras simétricas yes- 
pecto de su centro, 


Si doblamos ahora un círculo de papel recortado de 
modo que el doblez sea un diá- ¡CarcUnA, 
metro, uno de los semicírculos e 
coincide con el otro, puesto que 
todos los puntos del borde dis- 
tan lo mismo de uno del doblez 
(centro). Es decir: A 





La circunferencia y el círculo son siméiricos respecto 
de cualquier diámetro. 


_be= 


Esta simetría se aplica algunas veces al cortar redondeles de 
papel o paño. Haciendo en él los dobleces que indica la figura, 
bastará cortar un trozo de circunferencia para que aparezca ésta 
al desdobHdar ; ¿por qué? 





EJERCICIOS 


1,2 Ejercítate en trazar a pulso muchas circunferencias y 
compruébalas corrigiendo el movimiento de tu mano, 

2." Ejercítate en dibujar a ojo la figura simétrica de otra 
dada y compruébala girando un papel transparente, 

3.2 Repite el ejercicio hactendo la construcción punto por 
punto mediante la regla y el portasegmentos, 

4.2 Para trazar la perpendicular por un punto P a una rec- 
ta r se procede muchas veces con la regla y la escuadra como in- 
dica la figura primera, ¿Por qué? 

5.2 Para hallar la distancia entre dos puntos P y Q, entre 
los cuales hay un obstáculo, se procede como indica la figura se- 
gunda, es decir, tra- 
zando MO” = MO, 
MP" = MP (cn los 
nrolongaciones de 
MO y MP). La dis- 
tancia P'Q' es igual 
a la pedida, ¿Por 
qué? 

6.5 La misa construcción vale para trazar paralelas; así, 
PQ" es paralela a PQ, ¿Por qué? 





Lección 12.—Propiedades de la circunferencia. 


(INSTRUMENTOS: LA REGLA Y DA 
El, COMPÁS.) 





67. Árcos y ángulos centrales, 


La porción de circunferencia comprendida dentro del 
ángulo formado por dos radios se llama arco de cireunfe- 
rencia correspondiente al ángulo, y éste recibe el califica- 
tivo de central por tener su vértice en el centro. La porción 
de círculo limitada por los mismos radios se llama sector. 


Ejemplos : Los sectores de la ruleta, de un abanico, etc, 





Si tenemos en tna circunferencia dos ángulos centrales 
iguales, podremos ldevyarlos uno sobre otro mediante uma 
rotación alrededor del centro, y como la circunferencia se 
desliza sobre sí misma, los arcos correspondientes coincidi. 
rán también. Es decir: 


A ángulos centrales iguales corresponden en la circun- 
ferencia arcos iguales, 


Recíprocamente, al lleyar a coincidir dos arcos iguales, 
coincidirán los ángulos centrales, o sea: 


A arcos iguales corresponden ángulos centrales iguales. 


— y — 


Estaé proposiciones se verifican no sólo en arcos y án-. 


gulos de una misma circunferencia, sino también en los de 
circunferencias distintas de igual radio, puesto que éstas 
pueden hacerse coincidir. 


08. Las medidas de los arcos, El limbo circular. 

La proposición “establecida en el párrafo anterior nos 
hace comprender por qué, para medir los ángulos, se cons- 
truyen con preferencia limbos circulares, 

En efecto, los ángulos iguales de una división angular 
determinarán arcos iguales en un limbo circular, y la igual. 
dad de arcos es más fácil de 
apreciar a simple vista que la 
de ángulos. 

Un limbo circular es, pues, 
un instrumento que mide al 
mismo tiempo arcos (del Jim- 
bo) y ángulos (centrales), sl 
se toman unidades correspondientes (1), Por esta razón no 
nos ocuparemos de la medida de arcos que se reduce a la 
de los ángulos. 

Así, por ejemplo, diremos que un arco es mayor que 
otro cuando el ángulo correspondiente al primero es ma- 
yor que el ángulo correspondiente al segundo. 





69. Las cuerdas. El compás de puntas, 


Se Hama cuerda de una circunferencia al segmento rec- 
tilíneo que une dos de sus puntos. En párticular un diá- 
metro es una cuerda. Llamaremos ángulo correspondiente 
a una cuerda al ángulo central convexo (llano si la cuerda 
es un diámetro) cuyos lados pasan por los extremos de la 
cuerda, y al arco correspondiente a este áneulo le Hamare- 


(1) ¿Cómo puede expresarse esta propiedad de otro modo? 
(Y, Aritm., $ 224.) 


06 és 


mos también correspondiente a la cuerda. Toda cuerda di- 
vide al círculo en dos partes, cada una de las cuales se lla- 
ma segmento circular. . 

Al coincidir dos arcos, coincidirán los , M2 B 
extremos y, por tanto, las cuerdas; es 


decir: NS] 
Á arcos iguales corresponden cuerdas 


iguales, (Tanto si son de una misma cir- 
cunferencia como si lo son de circunfe- 
rencias iguales.) 

Recfprocamente: A cuerdas iguales correspunden arcos. 
y ángulos iguales, pues si AB= A'B', seráb iguales los tri- 
ángulos AOB y A'0'B' (por tener tres lados iguales), y, por 
tanto, lo serán también los ángulos centrales y los arcos, 

Por ejemplo: El compás de puntas no es más que un 
par de radios materializados. Una vez fijado el ángulo que 
forman, la cuerda correspondiente es también fija, es dectr, 
señala siempre el mismo segmento. Por esta razón se uti- 
liza el compás de puntas como portasegmentos. 


ARAA_ 


Cuanto mayores son los segmentos, tanto más hay que 
abrir el compás, es decir: 

Á mayor cuerda corresponde mayor ángulo cuntral, y 
por tanto, mayor arco, y recíprocamente: a mayor arco 0 
ángulo corresponde mayor cuerda, teniendo en cuenta 
siempre que estos ángulos son comvexos, y por tanto los 
arcos no exceden de una semicircunferencia. 

La cuerda máxima se obtendrá, pues, cuando el arco 
valga una semicircunferencia. Es decir: 


La mayor de las cuerdas de un circulo es el diámetro, 


5 


A AA 


70 Rectas to; :ntes, sSecantes y exteriores. 

Tracemos ¡2 un punto P de la circunferencia la recta 
verpendicular 21 zadio. Dicho radio mide la distarcia del 
centro a la recta. Todos los de- 
más puntos de esta recta distan, 
pues (v, 5 49), del centro seg- 
mentos mayores que el radio, y 
por lo tanto son exteriores al 
círculo, La recta trazada no tie- 
u+*, pues, más que un pinto co- 
mún con la circunferencia y se 
llama tangente a dicha circunfe- 
rencia, 

Cualquier recta que diste del centro un segmento ma- 
yor que el radio tiene todos stis puntos exteriores, y se lla- 
ma exteror. ] 

Por el contrario, toda recta que diste del centro un seg- 
mento tmenor que el radio corta a la circunferencia en dos 
puntos (según resulta de la figura), y se llama secante, 





71. Cuerda y diámetro perpendicular. 

Como la circunferencia y una secante cualquiera son 
stmétricas tespecto del diámetro per- 
pendicular a dicha secante, también se. 
rán simétricos los dos puntos de inter- 
sección, así como los radios que pasan 
¡or clns. Por consiguiente : 


La perhendicular 4 una cuerda desdo 
el centro de la circunferencia, divide en 
as hurtos iguales a dicha ceurda, al arco y al ángulo cen- 
tral correspondiente, De modo más breve, recordando lo 
dicho en los párrafos 49 y so: Dicha perpendicular es la 
medialriz de la cuerda y la bisettriz del dngulo correspon- 
diente, 
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72. Posiciones relativas de ¿05 icvconterencian. 
He aquí dibujadas un par de cia >. Perencias e 
radio en diversas posiciones relativas. 





I. En la po-ición 1.* se obserya que la distuicia OO! 
entre los centros cs mayor que la sus. de los radios, 

Las circ. síerencias no tienen ningáu punto común; los 
puntos de «¿da una son exteriores a la otra, y las circim- 
ferencias misas se ERA exteriores, 

1. En la posición 2.* se observa que la distancia éntre 
los centros es igual a la suma de los radios. 

Hay en la recta que une los centros Un puricva dilo 


las dos circunferencias; pero todos los dená: .  * ¿6:10 
tos, Las dos circunferencias se llaman tangenic: rteriore 
mente, 


M1. En la posición 3.4 se obcrva que la distoncia Oi 
entre los centros es menor que la surta de los radios y sha» 
yor que su diferencia ($ 37) 

Las circunferencias tienen dos puntos comunes que son 
simétricos respecto del diámeiso común 00” por serlo am- 
bas circunferr:1cias. 

IV, En la posición 4* se ubserva que la Utstancia 0O' 
es igual a la diferencia de los radios, 

Las dos circunferencias tienen un punto común en la 
recta 00': pero todos los demás de la ma son interiores a 
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la otra, Se dice que las ciréunferencias son tangentes inte- 
riormente. 

Y. En la posición s.* se observa que la distancia 00' 
es menor que la diferencia de los radios. 

Una de las circunferencias es interior a la otra, 

Aín cabe en último caso (posición 6,%, que puede con- 
siderarse como particular del anterior: Aquél en que los 
centros coinciden. Las circunferencias se llaman entonces 
concéntricas. 


Observaciones : 


Il. Ningún otro caso es posible, pues la distancia entre los 
centros tiene necesariamente que cumplir alguna de las condicio- 
nes enunciadas, | 

¡Dicha condición caracteriza, pues, la posición relativa de las 
circunferencias, Así, por ejemplo, sí la distancia entre los centros 
2s menor que la suma de los radios y mayor que su diferencia 
bodemos asegurar que las circunferncias se corlan, y recíproca- 
menkte, 

II. Si los radios son iguales desaparecen los casos IV y Y, 
por. confundirse las circunferencias, 


- Nora.—Todas las propiedades de esta lección se hallan en los 
Elementos de Euclides, Los nombres ceniro, periferia, diámetro, 
son griegos ; no lo es el de radio, de origen discutido y no usado 
hasta el siglo XVI, Las palabras segmento y sector provienen de 
la raíz sec, que en diversos idiomas clásicos siguúifica cortar. Las 
nalabras cuerda y arco son de origen fácil de explicar. 


EJERCICIOS 


1.2 Recorta sectores y sepmentos circulares de papel, 

2.2 Coloca una perra chica y una grande tangentes extorior 
e interiormente, y calcula fa distancia entre centros. 

3.0 Deinuestra que las tangentes en los extremos de un diá. 
netro son paralelas entre sí y el reríproco. 

42 Como aplicación, mide diámetros y radios de monedas, 
anillos, ete., mediante el calibrador. 

ce Pon ejemplos de rireunferencias concéntricas, tangen- 
10s, etc. 


Lección 13—Construcciones fundamentales 
con la regla y el compás. . 


73. * Construcción de la mediatriz, 


Dado el segmento AB se describen arcos de circunfe- 
rencias iguales con centros en los extremos, y de radio su- 
ficiente para que dichas circunferencias 
se corten, Uniendo los puntos M y N de 
intersección, se obtendrá la mediatriz del 
segmento dado (1). 


En efecto, puesto que M y N equidistan 
de A y B, las eticunferencias de centros en M 
yen ÑN y de mulio AM, se cortarían en les 
puntos A y B; luego ($ 72, 111) éstos son si. 
métricos respecto de la recta MN de las con. 
tros, que es, por ronsiguiente, Ja mediatriz pe- 
dida ($ 50). 





Esta construcción da, pues, el funto medio P del seg- 
mento dado AB. 
Observación .—I,a construcción es válida cualquicra que 
sea el radio de Jas circunferencias auxl- 
liares secantes; es decir, cualquiera que 
sez la distancia de los puntos My Na 
los A y B obtendremos siempre la misma 
recta, B 
Podemos, pues, afirmar que : 


Todo punto equidistante de los extre- 
mos de un segmento está en la mediatriz 
de dicho segmento. 


(1) Delas circunferencias mencionadas bastan en la construc- 
ción pequeños arcos, pués lo que ínteresa es únicamente las in 
tersecciones de loa mismos, 


74. Concepto de ¡ugar geométrico, 

Hemos visto anicarnente (lección 8,% que todo pun- 
to de la mediatriz equidista Te los »xtremos de un seg- 
mento; vemos ahora que, recfprocamusate, todos los puntos 
que tieries esta propiedad pertenece a la mediatriz. 

Cuaudo una línea fo varias lne:) contiene lodos los 
puntos que verifican ua cierta propicdad, y todos sus pun- 
tos, sín excepción, la verifican, se d.e que dicha línea es 
el lugar geométrico de los puntos en cuestión. Así di- 
Temos : 


El lugo, geométrico de los puntos equidistantes de dor 
hartos dados es la mediatriz del segmento que determinan, 


Análogamente, podemos enunciar resultados ya cono- 
cidos, de esta nueva maneta: 


El lugar geométrica de los puntos que distan lo mismo 

de un cierto punto es una circunje- 

rencia con centro en dicho punto, 
¿Por qué? 


El lugar geoméirico de los pun- 

; tos que distan lo mismo de una rec- 

ta es el conjunto de dos rectas pa- 

ralelas a ella a distinto lado y equidistantes de ella, ¿Pot 
qué? 


¿Cuál es el lugar geométrico. de los centros de las circunfe- 
rencias de radio dado y tangentes exterlormente a otra dada? 

¿Cuál es el lugar de los centros de las tangentes interior- 
mente? 


75. Trazado de perpendiculares, 


Y, Trazar con la regla y el compás la perpendicular a 
Hna recta por un punto P de ella. 


a 


Támenuse sobre la recta dos puntos 4 y B a iguai dis- 
tancia de P, y constrúyase la media- 
triz del segmento 4B, mediatriz que 
será la perpendicular pedida. 

Como el punto P de diaha media- 
triz ya se conoce basta construir uno 
solo de los puntos M y N de que nos 
habla la constriicción (3 73). (El otro : 
puede servir de comprobación.) eN 





Con esto podemos construir con la regla y el compás la tan- 


s gente a una circunferencia por un punto. P de 
h ella, pues bastará trazar la perpendicular al 
E - $ radio por este punto, 


II. Trazar la perpendicular por un 
punto M exterior. 
Con radio suficieniz y centro en M, 
trácese un arco de circunferencia que cor- 
te a la recta. Sean 4 y B los puntos de intersección. La me- 
diatriz del segmento AB pasará por M, 
que equidista de ellos, y será la per- 
pendicular pedida. 

Para obtener otro punto N de dicha 
mediatriz, a-distinto lado de la recta, 
puede procederse como hemos dicho 
en el párrafo 73, sin necesidad de va- 
riar la abertura del compás, Así se ha 
hecho en la figura. 





76. Construcción de la bisectriz de un ángulo. 


Dado el ángulo, tómese sobre sus lados dos puntos Á 
y B equidistantes del vértice, para lo cual hasta trazar un 
arco con centro en dicho vértice O. 


— 2 Ak 


La mediatriz de la cuerda AB, pasará por O, es decir, 
será diámetro perpendicular y 
por lo tanto bisectriz del ángulo 
AOB (3 71). 

Basta construir un punto de. 
dicha recta, que puede obtener- 
sé, como siempre, mediante cir- 
cunferencias con centros cu 4 
y B, y sin necesidad de variar la abertura del compás, es 
decir, con el mismo radio AO (1). 





77. Transporte de un ángulo, 

Para irensportar un ángulo con el simple auxilio de la 
regla y el compás, es decir, para construir con dichos ele- 
mentos un ángulo igual a otro, sobre una semirrecta dada 
como lado, procederemos del siguiente modo: 

Trácese un arco con centro en el vértice O del ángulo 
dado, y sean A y B los puntos que determina este arco en 
sis lados, Construyase un arco de igual radio con centro 





en el origen O' de la semirrecta dada, y sea A? el punto 
que determina sobre dicha recta. Ljiiéyese desdcrel pun- 
to A' otro arco de radio igual a la cuerda AB. 

Uniendo el punto BP” de intersección de cstos arcos con 
el O', se obtiene el ángulo 4'0'B' que es igual al AOB por 


(1) No es necesario trazar la cuerda indicada en la figura. 


ser iguales las cuerdas correspondientes AB y A'B' en cir- 
cunferencias de igual radío. 

El problema tiene dos soluciones, une a cada lado de 
la semirrecta dada. 


78. Trazado de paralelas. 

Para trazar la. paralela a tuna recta desde un punto ex- 
terior. A, puede procederse trazando una secante por ÁA y 
consiruyendo otra recta que : 
forme con ella ángulos corres- A £ =P 
pondientes o alternos inter- E UN 
nos iguales ($ 55). En esto se / a ; 
íunda la construcción de la  / in / 
figura, en la que la tal secan- : o 
te AA" es, en rigor, innece- > ON” A 
saria, Con centro A” se ha 
trazado el arco AB; con centro 4 el 4'B'; y por fin, nueva- 
mente con centro 4”, un arco de radio igual a la cuerda 
AB, quedando determinado por intersección el punto B'. 

El ángulo A'AB' es, en virtud de la construcción igual 
al AA'B, y, por tanto, la recta AB", paralela a la recta 
dada 4'B, 


Más breve es esta otra construcción, en la que el centro O es 
un punto arbitrario. De.ella re. 
sulta que las puntos Á y 4' son 


A, JA A pe. $Mmétricos respecto al diámetro 
AE OP perpendicular a 1; y por tan- 
5 : AN to r y FÉ son. paralelas, por ser 
dl ; N ambas perpendicolares a dicho 
E : Y p diámetro. Ni tas cuerdas ni di- 


. : 
A E cho diámetre son necesarids en 
la construcción, 


OBSERVACIÓN. —Los trazados de perpendiculares y pa- 
raiclas, estudiados en esta lección, no ofrecen en el dibujo 
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ninguna ventaja sobre la utilización de buenas escuadras; 
pero pueden ser de utilidad pora construcciones a cordel 


en el terreno (jardineros, albañiles), pues el cordel tirante 
sirve a un tiempo de regla y compés, y es el instrumento 


más sencillo y primitivo de que se puede disponer. 


EJERCICIOS 


PHáganse las construcciones de esta lección numerosas veces 
en el papel, en el encerado y, a ser posible, también-en el terreno 
con cuerdas, 


NOTAS AL CAPITULO Il 


Resumen histórico.—Por la frecuencia con que hernos de citar 
ciertos nombres, conviene tener una idea del orden en que apa- 
recen a lo targo de la historia de la Geometría, por lo cual vamos 
a esquematizarla en breves líneas. 

El historiador Herodoto atribuyó los orígenes de la Geometría 
a los problemas sobre deslinde de tierras que originaban perió- 
dicamente los desbordamientos del Nilo. De las papiros, inscrip- 
ciones, inonumentos, etc., egipcios parece desprenderse, en efec- 
to, que tenían bastantes conocimientos prácticos de Geometría. 

El primer matemático griego de que nos habla la Historia es 
Thales de Mileto, que vivió seis siglos antes.de J. €, Viajó por 
Egipto, de donde importó sin duda muchos conocimientos prác- 
ticos de Geometría, Fundó la escuela Hamada iónica, n la que 
pertenecen Anazimandro, Anaxágoras, Archytas (siglo V antes 
de J. C.), etc, 

Aparece en el mismo siglo Pitágores, quien también viajó por 
Egipto, y fundó la escueía que lleva su nombre (ptHtagórica), ini- 
ciando:el estudio de la Geometría como ciencia pura, 

Sigue Hipócrates, de Chyos (siglo Y antes de J. C.), y luego 
Platón (siglos Y y 1V antes de J. C.), filósofo famoso a quien se 
doben los métodos analíticos de demostración y de resolución de 
problemas, creando la escuela plrtónica, a cuya sombra florecen 
otros geómetras y matemáticos de menor categoría: Eudoxia, 
Leon, etc, 

El poderío de Alejandro cambió el centro de la civilización 
con tá aparición de la escuela de Alejandría. A ella perteneció el 
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famoso Enclides, fundador de la Geometria racional y expositor 
admirable, cuya obra hu sostenido ej peso de los siglos, Euclides, 
que vivió unos tres siglos antes que Jesucristo, sintetiza todo el 
genio de su raza, Su obra es más bien la de un sistematizador y 
recopilador, aunque no gon pocas las proposiciones que se deben 
a su formidable talento. 

La sólida base científica ostablecida por Euclides no tardó en 
dar sus frutos, Medio siglo después, otro gero priego de distinta 
madera, ¡irguimedes, ralculaba el valor de 7, el área del cfreulo, 
de la elipse, de segmentos de parábola, el volurnmen del cono, la 
esfera, ete. ; resolvía, en fin, un cúmulo tau grande de proble- 
mas de medida y de orden físico, que ba sido considerado como 
el mayor gento técnico de la antigiiedad. Cast contemporánea- 
mente, Afolonto, otro gran geómetra, estudiaba las propiedades 
úe las cónicas, que habían de servir, dieciocho siglos después, a 
Ktebero como fundamento para sus famosos trabajos de AÁstro- 
nomía. 

Después de los tres grantes geómetras citados: Euclides, Ar- 
quíirmedes y Ipolorio, sipuen una serie de menor categorta : He- 
rón, de Alejandria (contemporáneo de Jesucristo), que hizo gran- 
des aplicaciones a la agrimensura; Menelao (siglo I[), Ptolomeo 
(siglo 11) y Pappus (siglo TIM); pero ya el genio griego se había 
extinguido ante el empuje iinperialista de los remanos, que des- 
preclaron sil cencia, 

De los indios puco puede decirse en el terreno de la Geome- 
tría. Espíritu calculador y de sentida práctico por excelencia, sus 
demostraciones geométricas $e reducen muchas veces a decir sim- 
plernente : «véase la figuran, y dicho se está que el sistema euclí. 
deo no fructificó en sus manos. 

Durante la Edad Media quedaron olvidadas las obras griegas, 
y la matemática estuvo bajo la infuencia árabe a través de Leo- 
nando de Pisa y otros, Ej Renacimiento desarrolló jos estudios 
humanisticos + hizo florecer de nueva la ciencia griega, Sin em- 
bargo, precisa llegar al siglo XV1l para registrar progresos mo- 
tables en el carupo de la Geometría, cuyos desarrollos posteriores 
ya ho son considerados como elementales, 


Los problemas constructivos son tao antiguos como la Geo- 
metría misma, La perfecta construcción egipcia y caldea indica 
gue estos pueblos conocían el trazado de perpendiculares, parale- 
tas, ete. ; pero sólo hasta las griegos no se estudia teóricamente, 
La utilización exclusiva de la regla y enmpás iodica que el cor- 
del tirante era el instrumento geométrien por excelencia. 


CAPITULO II 


PROPIEDADES DE LOS TRIANGULOS 
Y POLIGONOS 


a 


Lección 14—-Los triángulos. 


79. Suma de los ángulos de un téiángulo. 

Hágase la siguiente experiencia: Recórtense los ángu- 
los de un triángulo de papel ABC y sámense colocándolos 
| como indica, por ejemplo, la figu- 
ra. La suma resulta siempre un án» 
de los ángulos alterno internos 7. 
gación de AQ. 

Para explicarnós este cunioso re- 
sultado observemos que AQ debe 
ser paralela a BC, por la igualdad 
de los ángulos alteruo internos -1. 
Por análoga razón AP es paralela a BC; y como por Á no 
pasa más que una recta paralela, una de estas semirrectas 
debe ser prolongación de la otra, Ásf, pues, 





La suma de los tres ¿ngulos dé un triángulo vale 180”. 
es dectr, dos rectos. 


Bo. Angulo exterior. | | 
Si suimamos los tres ángulos en esta otra forma, el lado 
AM resultará en prolongación del AB y el ángulo CAM 


SE 


formado, será la suma de los ángulos 1 y 2 del triángulo. 

Todo ángulo como CAM adyacente de un ángulo de 
un triángulo, es decir, formado por 
un lado y la prolongación de otro, 
se lama ángulo exterior o externo 
del triángulo, y diremos: 


Todo ángulo exterior de un tri- 
ángulo es igual a la suma de los in- 
teriores no adyacentes. 





Br. Clasificación de los triángulos. Definiciones. 

Puesto que la suma de los tres ángulos de un triángulo 
vale dos rectos, no puede tener más de un ángulo recto u 
obtuso; es decir, en todo triángulo htey por lo menos dos 
ángulos agudos. Segán que el tercer ángulo sen agudo rec- 
tu u obtuso, se llama el triángulo aculángulo, rectángulo 
u obtusángulo. Los triáugulos acutíngulos y obtusángulos 
reciben la denominación común de oblicuángulos. 


Atutanguto Hecfánguio Oblusánguto 


También reciben los triángulos nombres especiales se- 
gún resulte de la comparación de los lados. Si los tres 1a- 
dos son desiguales se llama el triángulo escaleno; si dos 
lados son iguales se llama ¿sósceles, si los tres son iguales 
se llama equilátero. 
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El segmento de perpendicular trazada desde un, vértice 


AMA 


5catano isósceles — Eguiidiero. 


al lado opuesto se llama altura correspondiente a este lado, 
que recibe el nombre de base (1). 

El segmento de recta que une un vértice con el ¿unto 
medio del lado opuesto se llama mediana correspondiente 
a este lado. 





Base 


Ba, El triángulo rectángulo. 


En un triángulo rectángulo los lados que formen el án- 
guío recto se llaman catetos y el lado opues- 
to hípotenusa. En virtud de lo dicho en el 
párrato 49, resulta : 


La hipotenwsa es mayor que cada cateto. 
Puesto que la suma de los tres ángulos 


us dos rectos, y uno de los ángutos es recto, 
Catefo resulta: 





(1) La palabra base supone una posición horizontal (y ta pa- 
labra altura una posición vertical); pero como no hay más que 
colocar convenientemente la fyura para conseguirlo, de aquí que 
se aplique indistintemente a uno u otro lado, 
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Los ángulos agudos de un tridngilo rectángulo sumen 
uh recto, es decir, son complementarios. 


ET IAEA 
a 


A Fo» 
is E: Compruébense estas proposiciones con una 


| dl o. tscuadra o cartabón de dibujo. 


83. El triángulo isósceles, 


Sea ABC un triángulo isósceles, en el que AB=AC, 

Puesto que A equidista de B y de €, estará ($ 73) en la 
mediatriz del segmento BC y cl triángulo 
será simétrico fespecto de dicha media- A 
triz, 

De esta simetría resulta; 

1." Los ángulos opuestos B y C «a los 
ludos iguales son también iguales. 

2.” Coinciden en una sola recta la al. pl 
tura, la mediana y la mediatriz del lado 
desigual BC. Dicha recta es también bisectriz del ángulo 
opuesto A, 

Recíprocamente: Cnalquiera de estas condiciones bas- 
ta para que exista la simetría, y por tanto para que el tri- 
ángulo sea isósceles, 


Conviene que el alumno recorte un triángulo isósceles en el 
que vea materialirada esta simetría; para ello doblará un papel 
con borde rectilíneo de modo que dicho borde se pliegue sobre sí 
mismo, y practicará un corte rectilineo del borde aj doblez, como 
indica la figura, Al desdoblar el papel resuitará un triángulo ¡86s- 
coles simétrico respecto al elohlez, 


¿. 





to — 


84. El triángulo rectángulo-isósceles. 
Si los dos catetos de un triángulo rectángulo son igua- 
les, el triángulo es además isósceles, y tiene las propieda- 
des de una y otra clase de triángulos. 
En particular, como los ángulos agu- 
dos son iguales y su suma vale go”, re- 
gsulta : 
Cada uno de los ángulos agudos va- 
le g5. 
Recíprocamente; Un iridngulo rec- 
idngulo con un ángulo de 45” es isósceles, porque el otro 
ángulo, complementario de éste, valdrá también 45”. 


Aplicaciones —TYodos los dibujantes tienen un cartabón o es- 
cuadra con ángulos de 452%. Para comprobar la exactitud de este 
angulo no hace falta transportador; más 
sencillo es comprobar si son iguales los 
catetos del cartabón, después de compro- 
bado el ángulo recto como dijimos en el 
párrafo 47. 

Con este cartabón bien comprobado po- 
demos medir alturas de árboles, distancias a puntos inaccesibles, 
etcétera, como indican las fipuras. 








Colocado el cartabón vertical de modo que su bipotenusa en- 
file el extremo del árbol y que un cateto sea paralelo 'al' suelo, 
podernos hallar el cateto situado en él árbol vertical midiendo. 
el horizontal igual a él y mucho más cómoda de medir, 


A a 


Para medir la distancia de A a B (inaccesible) enfílese pri- 
mero B desde A por un cateto del cartabán, colocado horizontal, 
y trasládese luego en la dirección del otro cateto hasta que vuel. 
va a enfilarse de nuevo B en dirección de la hipotenusa. La dis. 
tancia CA recorrida es igual a la AB inaccesible, ¿Por qué? 


El gnómon.—Una varilla vertical clavada en el suelo es el 
instrumento astronómico más antiguo y se llama gnómon, 

Cuando sale el sol, la sombra que proyecta dicha varilla es 
muy larga y disminuye al avanzar el día, es decir, al aumentar 
ta inciinación de los rayos sola.- 
res, Cuando la sombra sea igual 
ala longitud de la varilla, el tri- 
ángulo rectángulo formado por 
ambas será isósceles y la incli- 
-nación de los rayos será de 45"; 
entonces ocurrirá to propio para 
todos los segmentos verticales y 
sus sombras. Es decir: 

La sombra de cada objeto se. 
rd igual a la altura del mismo, 
y para medir dicha altura bar- 
tará medir la longitud de la som- 
bra. Así procedió Tales de Mileto, uno de los famosos siete $a- 
bios de Grecia (unos seiscientos años antes de J. C.), para medir 
la altura de las pirámides de Egipto y de otros grandes monu- 
mentos, 





Es. El triángulo equilátero. 

Como.sus lados son dos a dos iguales, podemos apli- 
car a cada par de lados lo dicho para el triángulo isósceles 
y resulta en particular; Los tres 
dngulos son iguales, De donde: 

Cado ángulo vale dos tercios 
de recto; es decir, 60”. 

Pare: construir un triánguio 
equilátero no hay más que trazar con centro en los extre- 
mos de ún segmento arcos de circunferencia de radio igual 
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a dicho segmento, Cada uno de los puntos de intersección 
unido cot los extremos del segmento da un triánguio equi. 
lfátero, Esta misma construcción sirve, pues, para construir 
ángulos de 60”. 


EJERCICIOS 


1.2 Traza a pulso triángulos de todas las especies estudiadas 
en esta lección y compruébalos, 

2.2 Dibújalos con cuidado y recórtalos en cartulina. 

3. Comprueba tu cartabón de dibujo, y mide con él alturas 
y distancias inaccesibles, 

4.2 Mide la altura de tu casa con tu bastón, 

54  Recorta dos triángulos rectángulos iguales y únelos por. 
un cateto, de modo que los otros queden en prolongación. ¿Qué 
figura resulta? 

16,2 Dos ángulos de un triángulo valen, respectivamente, 
384715 y 160*10'10" ¿Cuánto vale el tercero y cada uno de los 
exteriores? 

27.2 Uno de los ángulos desiguales de un triángulo isósceles 
vale 61222, ¿Cuánto wale el tercer ángulo y cada uno de los ex- 
teriores ? 

8.2 Un ángulo agudo de un triángulo rectángulo vale 
279050". ¿Cuánto vale el otro y los exteriores? 

9.2 La figura representa el ilamado nivel de albañil 0.de plo- 
mada y la manera de aplicarlo para averiguar si una línea es ho. 

] rizontal (es decir, perpendicular 
a la piomada) o no. Justificar es- 
ta operación, teniendo en cuen- 
ta que el triángulo de qué se 
compone este aparato es isósceles, 

to. Demostrar que en un triángulo isósceles la suma de dis- 
tancias de un punto dela base a tos lados ¡gustes es constante. 

tr, Ut niño situado en A tiene que 
alcanzar lo'más rápidamente el punto: B, -B 
tocando antes la pared r. ¿Qué camino A, 
deberá seguir? (Considérese ej simétrico 


de E respecto a F,) rante 


lección 15.—UConstrucción de triángulos. 
(INSTRUMENTO: LA REGLA -Y EL COMPÁS.) 


En él párrafo 42 ya tuvimos ocasión de observar cómo 
para construir un polígono cerrado no hacía falta dar todos 
sus lados y ángulos. Nos ocuparemos ahora en particular 
de-los triángulos, y veremos cómo pueden construirse con 
la regla. y el compás conociendo solamente un lado y dos 
ángulos, o dos lados y un ángulo o los tres lados, 

En lo sucesivo designaremos los .lados por letras mi- 
núsculas correspondientes a las mayúsculas de los vértices 
opuestos. Así el lado a se opondrá al vértice A, etc. 


86. Datos: Un Edo y dos ángulos, 

Dar dos ángulos equivale a dar los tres, pues el tercero 
es el suplementario de lesuma de los dos dados, y se halla 
fácilmente. 

Tomemos, pues, como datos los dos ángulos contiguos 


al lado conocido. 
ZN y 


BD a Fé 





Sean estos datos el segmento a y los ángulos B y C in- 
dicados a la izquierda de la figura. Tómese un segmento 
igual a e y constráyanse sobre él, como lado y con vértice 


cn sus extremos, ángulos respectivamente iguales a los da- 
dos y situados a un mismo lado de dicha recta, Las dos se- 
mirrectas BY y CZ así construidas determinan el tercer 
vértice A del triángulo. 


Nota.—¿Existirá siempre este vértice cualesquiera que sean 
los datos? Considerando las rectas BY y CZ cortadas por la se- 
cante BC, los ángulos dados son colaterales respecto de dicha 
secante, 

Sí estos ángulos fueran suplementarios lis rectas serían pa- 
ralelas y no habría solución. Si su suma fuera mayor gue 180”, 
tampoco sería posible que se formara triángulo, Sólo en el caso 
en que su sumá sea menor que 180% podemos afirmar que las 
semirrectas trazadas se cortan, pues Jas rectas no pueden Éer pa- 
raletas ni cortarse del otro lado, donde la suma de los colaterales 
será mayor que das rectas. 


87. Datos: Dos lados y un ángulo. 

Hay que distinguir dos casos ; | 

1.7 Se dan dos lados y el ángulo comprendido, es de- 
cir, el ángulo que forman, Sean estos datos los a, b y € in- 
dicados la la izquierda de la figira. Constráyase un ángulo 
igual al C, y -tómese sobre sus lados segmentos iguales a 
ayab, 





Umiendo los extremos de estos segmentos se cerrará el 
triángulo, 


Como se ve, la solución es siempre posible, cualesquiera "que 
sean log datos, 


Los segmentos a y b pueden llevarse a uno y otro de los lados 
del ángulo construído, ¿Se obtienen triángulos distintos? 


2. Se dan dos lados y el ángulo opuesto q uno de ellos. 
Sean los datos'a, b y A. Se construye un ángulo igual 
al A, y sobre uno de sus lados, a partir del vértice, se lleya 
el segmento b. Se obtiene así el extremo C. El ledó a ha 
de tener un extremo en C y el otro en la semirrecta AX. 
Dicho extremo está, pues, en la circunferencia de centro € 
y radio a, y también en la semirrecta AX, luego será el 
punto o puntos comunes a estas dos líneas, 





E 
4 
7 aa 
A (1) 


Si la semirrecta AX corta a la circunferencia así trazada, en 
dos puntos; el problema tiene dos soluciones, como ocurre en la 
figura (1), Si solo una de las intersecciones pertenece a dicha 
semirrecta, el problema no tieng más que una solución (caso 18. 
Si la cirenuferencia es tangente a la semirrecta en un punto, el 
problema no tiene tampoco más que una solución (caso 11)). 
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Cuando la circunferencia corta o es tangerite en puntos de la 
semirrecta opuesta (caso 1VY) o cuando es exterior a la recta 
(caso Y), el problerra carece de solución. 
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Obsérvese que este es el único caso de los estudiados en 
esta lección, en el que pueden existit dos PAACIoneS o tri- 
ángulos distintos, 


88, Datos: Los tres lados, 

Sean a, b y e. "Tómese un segmento igual a a, y desde 
$us extremos como centro, trácense circunferencias con 
radios b yc respectivamente, Si estas circunferencias se 





cortan, uno de los puntos de intersección, unido con los 
extremos del segmeñto, da un triángulo solución, puesto 
que sus tres lados son iguales a los segmentos dados, 


Aun cuando haya dos puntos de intersección no por eso los 
triángulos son distintos, puesto que son simétricos ($ 72) y por 
tanto iguales; es decir, que súlo existe en rigor una solución, 


— 87 — 


La condición para que exista es que las circunferencias tra- 
zadas se corten, es decir, que el segmento e sea menor des la 
suma de los otros dos y mayor que su diferencia, (Y. $ 72.1 


89. Construción de triángulos rectángulos. 

Cuando se trata de construir triángulos rectángulos se 
conoce un dato común a todos ellos, que es el ángulo rec- 
to: por consiguiente, basta dar dos nuevos datos, que pue- 
den ser: 


1.2 Los dos tatetos (caso del 5 8y-1.%. 
2.2 Un cateto y un ángulo agudo (4 96). 
3.7 La hipotenusa y un ángulo agudo. (Tómesé-la hi- 
* potenúsa sobre urig de los lados del ángulo y desde el :ex- 
tremo trácese la perpendicular al otro lado.) 

4 La bipotenusa y un cateto ($ 87-2.0). 


Dejamos como útil ejercicio para el alunmo el éfectuar 
las construcciones particulares correspofdientes, que nin- 
guna dificultad ofrecen, después de estudiadas las cons- 
truccionés generales anteriores, — 

Unicamente el caso 4.” requieré especial atención. En 

primer lugar, es condición pára que exista triángulo, que 
" la hipotermusa a dada sea mayor que el 
cateto b. Esto verificado, la tonstrucción 
se reduce a trazar por un. extremo del ca- ” 
teto b como tentro, wia circunferencia 4 d 
de radio igual a la hipotenusa d. Los ! 
puntos de intersección con la perpendicu- > Lo 
lar en el -otro extremo, dan las solucio- + > £ 
nes, Más como estos puntos son simétri- a y 
cos respecto del cateto dedo, los dos tri- y 
ángulos que así se obtienen son igua- 
les, es decir, no kay más que una solución, como en los 
otros casos 
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go. Igualdad de triángulos rectánguilos, 

Decir que no hay más que.una solución, equivale a de- 
cír que todos los triángulos que puedan construirse con los 
lados o ángulos dados, son iguales, . 

De las construcciones anteriores resultarían, pues, nue- 
vamente las propesiciones acerca de la igualdad de trián- 
gulos ya conocidas por la lección 7," Se obtiene, en par- 
ticular, para los triángulos rectángulos : 


Dos triángulos rectángulos son iguales cuando tienen 
respectivamente iguales: 

1.2 Los dos catetos, 

2." Un cateto y un ángulo agudo, 

3 La hipotenusa y un ángulo agudo. 

4." La hipotenusa y un cateto, 


Este cuarto caso de igualdad de triángulos rectángulos no 
corresponde a ninguno de los estudiados (lección 3.") para los 
oblicuángulos, Acal'amos de ver, en efecto (5 87-2.%), que existen 
triángulos oblicuiángulos distintos con dos lados y un ángulo 
opuesto respectivamente iguales (1), 


EJERCICIOS 


1.2 Repetir muchas veces las construcciones anteriores en el 

papel, en el encerado y en el terreno, : 
. 2.2 Consteuir un triángulo isóscelés, dados a) dos lados des- 
iguales, bh) el lada desipual y el ángúlo opuesto, e) el lado des- 
igual y un ángulo contiguo, . . 

3,4 Trazar por un punto Á una recta r que deje otros dos 
“ puntos dados, B y €, a distinto fado e igual distancia de r. 

4.2 Demosttar,que si un triángulo tiene dos alturas iguales 
es isósceles, 


(1) Algunos autores añaden, como correspondiente, este 
otro caso de igualdad, de escasa aplicación : Dos triángulos abli- 
cuángulos son iguales cuando tienen respectivamente iguales dos 
lodos y el ángulo opuesto al mayor de ellos. Esta nueva condi» 
ción basta para evitar la ambigtiedad. 


Lección 16.—Nuevas construcciones y lugares geo- 
métricos. 


91. Circunferencia circunscrita a un triángulo. 

Dado el triángulo ABC, la mediatriz del lado AC es el 
el lugar geométrico de los pun- 
tos equidistantes de 4 y de C. 
La mediatriz de CB es el lugar 
geométrico de los puntos equi- 
distantes de B y C. El punto 
Único de intersección de estas 
mediatrices equidista, pues, a la vez de 4, B y C, y está, 
por tanto, situado en la tercera mediatriz, Es decir: 

Las tres mediatrices de un triángulo se cortan en un 
punto que se llama circuncentro del triángulo, porque es 
centro de una circunferencia que contiene los tres vértices 
y que se Hama cireuaserita al triángido, También se llama 
el triángulo inscrito en la circunferencia (1). 





92. Determinación de la circunferencia, 

El resultado anterior puede también expresarse de este 
otro modo: | 

Dados tres puntos no situados en línea recta, es decir, 
formando triángulo, hay una circunferencia y sólo una 
que pasa por ellos; o, más brevemente : 


Tres funtos no alineados determinan una circunfe- 
rencia, 


(1 Los prefijos in y circin significan, respectivamente, den- 
tro de y alrededor de, 
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La construcción gráfica se desprende de lo dicho antes 
y está indicada en la figura. 


Dos -mediatrices bastan (la ter- 
—ho- ( A cera puede servir de comprobación). 
Si los puntos A, B y C estuvie- 
ran en línea recta, las dos mediatri- 
ces trazadas serían paralelas, por ser 
ambas perpendiculares a una mis 
ma recta, Si AC y CB son rectas 
distintas (que se cortan en C) sus 
perpendiculares no pueden. ser pa- 
ralelas ($ 55), es decir, se cortar. ne- 
tesariamente en un punto.. 





94 Un lugar geométrico descubierto por Thales. 

Repítase con cuidado la constricción anterior para un 
triángulo rectángulo y se observa- 
rá que el circuncentro coincide 
con el punto medio de la hipote- 
nusa. Es. decir; La circunferencia 
circunscrita tiene como diámetro la 
hipotenusa. 

De otro modo: El vértice de todo ángulo recto cuyos 
lados pasan por dos puntos fijos A y B está situado en la 
circunferencia que tiene por diámetro el segmento AB. 

Comprobaremos recfprocamente que: Uniendo un pun- 
to cualquiera de una circunferencia con los extremos de 
un diámeiro que no pase por Él, se obtiene un ángulo recto. 

De lo cual resulta ($ 74): 





El lugar geométrico de los vértices de los ángulos rec 
tos cuyos lados pasan por des puntos fijos A y B es la cir- 
cunferencia que tieno for diámetro AB, 


Esta curiosa propiedad fué descubierta por Thales de Mileto 
(de quien ya hemos hablado en la lección 14). Su comprobación 
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experimental no puedé ser más 
sencilla; Destíicense los bordes 
del ángulo recto de una escua- 
dra contra dos finos alfileres cla- 
vados en dos puntos 4 y B del 
papel. El vértice del ángulo rec- 
to irá describiendo la circunfr- 
rencia de diámetro AB. 





La demostración teórica de es. 
lu propiedad tampoco es diftcil, 
Si el triángulo ABC es rectángulo podenros descompener el Án- 

gulo recto € en dos ángulos ipua. 


£ les a A y B trazando por € la rec- 
ta CM que forme con AC el ¿ngu- 
lo BCM igual al B (véase figura). 
El triángulo queda así descom. 


A B puesto en otros dos AMC y CMB, 
ad que son ¿sósceles (por tener dos án- 
gulos iguales); de lo que resulta MA=MC=MB, Es decir, la 
cireunferencia que tiene AB por diámetro, pasa por C, 
Reciprocamente:; Si esta propiedad se verifica, es decir, si 
MA=MB=MC, los triángulos en cuestión son isósceles (por te- 
ner dos lados iguales), de donde resulta la igualdad de los án- 
gulos (1) (véase figura) y la de los (2). De donde, el ángulo C es 
igual a la suma de los A y BA. Como la súma de los tres es dos 
rectos, C vale un recto. Es decir, todos los puntos de la circunfe. 
rencia unidos con A y B dan ángulos rectos. 


94. Aplicación ai trazado de perpendiculares y de tan- 
gentes, 


Para trazar la perpendicular a una recta £ por un ptt- 
to A de ella, pnede procederse describiendo una citctin- 
ferencia que pase por .1 y tenga su 
centro en un punto exterior € cual. 
quiera, Esta circunferencia cortará 
a la recta en otro punto B, chyo 
diametralmente opuesto P determi- 
na con la perpedicular. En efecto, 
ángulo BAP es recto, 
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Si nos proponemos ahora trazar la perpendicular des 
de un punto extenmor procederemos inversamente, es de- 
cir, trazando una circunferencia que tenga por puntos dia- 
metralmente opuestos P y un punto B de la recta. El otro 
punto de intersección dará el pie de la perpendicular. 


-Para evitar el problema de la división del segmento PB en 
dos partes iguales 5e empezará por elegir un radio suficiente y 
se determinará el punto B por ser su distancia a P doble de. di- 
cho radio, 

La construcción 
se hace con suma 
facilidad en el terre. 
no con una cuerda, 
La figura indica, 
¿por ejemplo, la ope- 
ración para el tra- 
zado de la perpen- 


Nil dicular PA de la 
fuente P. a la pa- 


red r de un jardín, 
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Otra aplicación interesante de la propiedad anterior se 
hace en el trazado de tangentes a una-eircunferencia por 
un punto exterior P. ] 

Únase P con el centro 0, y trácese la circunferencia 
que tiene el segmento OP como diámetro. Esta circunfe- 
rencia corta a la dada en dos puntos A y B (1), que uni- 
dos con P dan las tangentes 
pedidas. 

En efecto, el ángulo OAP, 
por ejemplo, es rectos luego 
AP es perpendictilar al radio 
y por lo tanto tangente. 

Puesto que toda la figura 
es simétrica respecto de la 
recta OP, resulta : 





(1) Puesto que tiene un punto exterior P y otro interior O. 


as 


El centro de una circunferencia está en la bisectriz del 
ángulo formado por las tangentes trazadas desde un punto 
exterior. 


9s. La bisectriz como lugar geométrico. 


En el párrato 51 vimos que todo punto de la bisectriz e 


de un ángulo equidista de los lados, Recíprócamente: Si 
un punto interior a-un ángulo equidista de los lados del: 
mismo, éstos serán tangentes a la circunferencia que ten- 
ga dicho punto por centro y por radio la distancia común; 
y por lo tanto, en virtud de lo anterior, dicho punto está 
en la bisectria del ángulo. 

Podemos, pues, decir : 


El lugar geométrico de los puntos interiores a un da- 
gulo y equidistantes de sus lados es la bisectriz. 


96. Circunferencia inscrita en un triángulo. 

Dado el triángulo ARC, la bisectriz del ángulo A. es el 
lugar geométrico de los puntos interiores y equidistan- 
tes de los lados que lo forman. Análogamente, la bisectriz 
del ángulo B es el lugar geométrico de los puntos interio- 
res equidistantes de sus lados. El único punto de intersec- 
ción de estas bisectrices, que será interior al triángulo, 
equidista, puea, a la vez de los tres lados del mismo, y está 
por lo tanto situado en la ter- 
cera bisectijz. Es decir : 

Las tres bisecirices de un 
iriéngulo se cortan en un pun 
to que se llama inceniro del tri- 
ángulo porque es centro de una 
circunferencia tengente a los A Q 
tres lados y que se Hama 'ins- 
crita en el triángulo. También se llama el triánguto cir- 
cunscrito a la circunferencia. 





Podemos enunciar este resultado diciendo: Una cir- 
cunferencia queda determinada por tres tangentes no con- 
cúrrentes en un punto, es decir, que formen triángulo, * 


Angulos inscritos. Árco capaz. 


Si en lugar de deslizar un ángulo recto entre dos alfileres, 
como se ha indicado en el párrafo 93, deslizamos uno agudo, ob- 
tenemos también arcos de circunferencia, y otro tanto ocurre des- 
lizando los lados de un ángulo obtuso cualquiera. (Hágase la ex- 
'periencia.) 

Diremos, pues; El lugar geométrico de los puntos desde los 
enales se ve un segmento bajo un nismo ángulo es un arta (en 
rigor dos arcos Simétricos respecto al segmento), que se Hara 
arco capaz del ángulo. 

Para demostrar este hecho experimental observemos la hgr- 
ra, El ángulo MÁN, que tiene un vértice en la circunferencia y 
cuyos lados son cuerdas de la misma, se llama inscrito, Sr ob- 


A (3) 





serva inmediatamente que en el caso a (en el que_ulto de lus ia- 
dos es diámetro) el ángulo central MON es sumo de los das Án- 
gulos r y 2 iguales, y, por tanto, es doble del inscrito MAN, que 
abarca el mismo erco' MN, Y lo mismo ocurré en los casos b y e, 
en los que el ángulo inscrito es suma 0 diferencia, de dos ángulos 
con un dado diametral, 

Luego: Lin ángulo inscrito es igual a la mitad del central co- 
rrespondiente al- mismo arco, y, por tanto, todos los inscritos que 
abarcan el misnio arco som iguales, 

En cambio, si el vértice es interior o exterior deja de verficar- 
se la igualdad, como se ve en la figura d. 

Para construir el arco capaz de un ángulo dado a sobre un 
segmento MN, basta hallar el centro O, que se obtendrá cons- 
truvendo e) triángulo rectángulo MOP (con un cateto MP, mi- 
tad de MN y el ángulo opuesto=a, como indica la figura). 


El ángulo NMT, formado por la cuerda y 
la tangente en M, es igual al a, como ¿os ins- 
critos en el arco, y se lama semi-inscrito. 





EJERCICIOS 


1.2 Repitanse varias veces los problemas de esta lección en 
el papel), en el encerado y en ej terreno, 
2.2 Hallar en el plano de una ciudad, por ejemplo, un punto 


equidistante de tres lugares dados, 


3.2 Hallar en el mismo plano un punto equidistante de tres 
calles. 

q ¿Tienen siempre solución estos problemas? 

5.2 Trazar por un punto exterior la perpendicular a una rec- 
ta utilizando lo dicho en el párrafo 94. 

6.2 El profesor explicará como ejercicio, si lo estima conve. 
niente, el trazado de tangentes comunes a dos circunferencias, 

3.2 El profesor explicará como ejercicio, si lo estima conve- 
niente, la existencia de los triángulos ex ínscrites a uno dado. 

8, Trazar el arco capaz de un ángulo de 60* sobre un seg- 
mento de 5 cm. 

9. El arco que completa la circunferencia respecto del arco 
capaz de un ángulo a, ¿de qué ángulo es capaz? 

10. Desde un navío se ven los segmentos AB y AC, úeter- 
minados por tres puntos de la costa, según ciertos ángulos (que 
se pueden medir desde el barro), Situar en el mapa la posición 
del barco, 

Este es el problema llamado de la carta, útil para saber la 
posición de un barco en la proximidad de las costas. 





"Lección 17.— Los cuadriláteros. 
(El paralelógramo y el rectángulo.) 


97. Suma de los ángulos de un cuadrilátero, 

Si unimos dos vértices no consecutivos de un cuadrilá- 
tero convexo, obtenemos una recta Hamada diagonal, que 
divide al cuadrilátero en dos trián- 
gulos. La suma de los ángulos de D Cc 
cada uno dé ellos vale dos rectos, 

La suma de todos estos ángulos va- 
le, pues, cuatro rectos. Pero esta 
sunta es la de los ángulos del cua- 
drilátero; luego, en reshmen; A 

La suma de los ángulos de un cuadrilátero. vale cuatro 

rectos, 


98. Suma de los ángulos de un polígono, 
Descomponiendo análogamente un polígono convexo 
mediante las diagonales quie unen 
un vértice A con los restantes no 
contiguos, resultarán tantos tri- 
ángulos como lados tenga el po- 
lígono menos dos; por lo tanto: 
La suma de los ángulos de un 
folígono es tantos veces dos fec-. 
tos. como lados tenga el polígono 
menos dos (1. 








(1) ¿Estos teoremas son tembién válidos para polígonos no 
eonvexos, con solo modificar un poco las demostraciones, 
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Así el exágono de la figura se descompone en ó—2=4 
triángulos, y la suma de todos sus ángulos vale ocko rec- 
tos (4x2). Análogamente la suma de los ángulos de un 
pentágono valdrá 3 x2=6 rectos, la de un epiágono 10 Tec- 
tos, la de un octógono 12 rectos, etc. 


99. Clasificación de los cuadriláteros. 

Dejando aparte la distinción entre cuadriláteros cónca- 
vos y convexos, ya que solo de estos últimos nos ocupa- 
mos, los cuadriláteros se suelen clasificar. por la posición 
relativa de los lados. 

Los cuadriláteros que tienen paralelos cada dos lados 
opuestos se llaman paralelógramos. 

Los que tienen solo un par de lados opuestos paralelos 
se llaman trapecios, 

Los que no tienen paralelos ningún par de lados opues- 
tos se llaman traopezoides. 


AN 


Paralelogramo Trapecio  — Trepezoide Is 


Otros nombres especiales reciben los cuadriláteros se- 
gún las propiedades de los lados y ángulos, propiedades 
que vamos a estudiar, 


roo. El paralelógramo. 
. Si en una faja de papel con dos bordes paralelos prac- 
ticamos dos cortes transversales también paralelos, obten- 
drenos un cuadrilátero con los cuatro lados dos a dos pa- 
ralelos, es decir, un paralclógrarso. 

La distancia entre des lados paralelos $e llama altura, 
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y cada uno de aquellos lados .se llama base correspondiente 
a dicha altura (1). 

Los lados opuestos de un paralelógramo son iguales, 
por ser segmentos de paralelas com- e a, 
prendidos entre paralelas. rr 

Recfprocamente: Imaginemos un 
cuadrilátero convexo ABCP. con 3 Ñ 
los lados opuestos dos a dos igua- FI ÍN 
les, es decir: AD=BC, AB=CD, y 5! 
efectuemos en él un corte por una 
diagonal AC. Los dos triángulos ACB y ACD, así obteni- 
dos, son iguales, por tener sus lados respéctivamente igua- 








B 


les; de aquí resulta la igualdad de los árigulos alternos in- 
ternos 1 (véase la figura) y de las de los ángulos 2, de don- 
de resulta el paralelismo de los lados. Así, pues: 


Si un cuadrilátero tiene sus lados opuestos dos a dos 
iguales, es paralelógramo. 


También es suficiente que dos lados opuestos (AB y 
DC por ejemplo) sean ¿iguales y paralelos para que el cua- 
drilátero sea paralelógramo. 


Pues la igualdad de los triángulos 4CB y ACD resulta 
ahora de la igualdad de los lados 4C=AC, AB=DC y la 


de los ángulos comprendidos 1 (por alternos internos en- 
tre paralelas). 


(1) Véase la nota al pie de la página $8. 


=== 


tor, Simetría del paralelógramo. 

Podemos hacer coincidir los dos triángulos iguales en 
que acabamos de descomproner el paralelógramo, girando 
uno cualquiera de ellos 180 grados airededor del punto me- 
dio O de la diagonal AC. Es decir: 


El paralelógramo es simétrico respecto del punto o. 


Como los vértices B y D son puntos simétricos, O es 
también punto medio de la otra diagonaj BD, De otro 
modo: 

Las diagonales de un paralelógramo se corian en su 
punto medio, Dicho punto se llama centro del paralelógra- 
mo por serlo de simetría de la figura. 

También resulta de la simetría y del paralelismo las 
siguientes propiedades: Dós ángulos opuestos de un para- 
lelógramo son iguales. Dos ángulos consecutivos: son su- 
plementarios, 


102. Paralelas medias, 

Unamos los puntos medios M y N de dos lados opues- 
tos AB y CD de tvn paralelógramo. El cuadrilátero BMNC 
es paralelógramo por tener igubles 
y paralelos los lados BM y CN, y, D 
por tanto, MN es igual y paralelo 
a BC, es decir: y 


El segmento que une los puntos py e 
medios de dos lados opuestos de un 
paralelógramo es igual y paralelo a los otros dos lados, y se 
Váma peralel., media. 


Claro es que hay dos paralelas medias, Ambas pasan por 
el centro O, por unir puntos simétricos, 
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103. Construcción de paralelógramos. Paralelógramos 

articulados. | 

Para construir un paralelógramo puede darse arbitraria- 

mente dos lados a y b consecutivos y el ángulo compren- 

dido, pues bastará llevar estos segmentos sobre los lados 

del ánguio y trazar paralelas por los extremos, o bien de- 

terminar el cuarto vértice por dos arcos de radios a y Éb, 
como indica la' figura. 








En cambio, si se dan las longitudes de los lados, pero 
no se fija el ángulo, el paralelógramo no queda determina- 
do, y se puede deformar; es decir, resulta un paralelógra- 
mo articulado, de aplicación frecuente en toda clase de me- 
canismos en los que se quiere mantener paralelas dos rec- 
tas sin fijar su posición. La figura indica algunos ejemplos, 


Qe 


1o4. El rectángulo, 

"Si uno de los ángulos de un paralelógramo es recto lo 
serán también los otros tres (por el paralelismo de los la- 
dos) y el paralelógramo recibe por ello el nombre de: rec- 
ldngulo. Los rectángulos tienen, pues, las propiedades ge- 
. nerales de los paraltelógramos, y además algunas especta- 
les que vamos a estudiar. 
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El rectángulo es la fórma más frecuente de cuadriláte- 
ro en la vida práctica, Los cuatros, las puertas y ventanas, 
las cuartillas y hojas de papel, libros, etc., suelen ser de 
forma rectangular. 





Todos hemos comprobado al doblar una cuartilla o an 
papel de cartas, por una de las rec- 
tas que unen los puntos medios de 
dos lados opuestos, que las dos par- 
tes superpuestas coinciden exacta- 
mente, es decir ; B 





Todo rectángulo tiene dos ejes de simetría, que son las 
paralelas medias. 


Demostración: Cada paralela media de un rectángulo es per- 
pendicular a los lados que corta en sus puntos medios (por ser 
paralela a los otros dos), luego es mediatriz común de elfos, y, 
por tanto, eje de simetrla, 


En cualquiera de estas simetrías a una diagonal AC co- 
rresponde como simétrica la otra 
A 2 BD, por tanto: 


Las dos diagonales de un rec- 


tángulo son iguales. 
PAN , Dejamos como fácil ejercicio pa- 


B ra el alemno la construcción de rec- 


tángulos, conocidos, por ejemplo, dos lados consecutivos, 
o un lado y la diagonal, 





EJERCICIOS 


1,2 Habitúate a trazar a pulso toda suerte dé cuadriláteros 
de los estudiados en está lección. 

. 2. Constrúyelos con cuidado y recórtalos en cartulina o 
cartón. 

3.2 Corta, de modo que se sumen los ángulos complementa- 
rios, dos triángulos rectángulos iguales y únelos por la diagonal. 

¿Qué figura resulta? ¿Por qué? 

4. Tres ángulos de un cuadrilátero lea; respectivamente, 
$7" 13), 105% Y 19”, y 82? 35, Haller el cuarto. 

5.2 ¿Cuánto vale la suma de los ángulos de un dodecágono 
(ra lados) y de un pentedecágono (15 lados)? 

6.2 Demostrar que todo cuadrilátero en el que las diagona- 
les se dividen en partes iguales es paralelógramo, | 

7." Demostrar que todo paralelógramo que tenga las dos 
diagonales iguales es rectángulo, 

8,2 Construir un rectángulo dados : a) Dos lados consecuti- 
vos, 'b) Un lado y una diagonal. c) La recta que contiene un 
tado, un vértice sobre ella, y el centro, 

9 Construir un paralelógramo dados un lado, una diagonal 
y el ángulo de los vértices no contenidos en ésta: Discusión del 
problema. 

10. Construir un paralelógramo dados dos lados y una dia- 
gonal. Construirlo dados el centro y las rectás que contienen dos 
lados consecutivos, 

10. Demostrar el teorema de "Thales como consecuencia de 
la igualdad de las diagonales de un rectángulo, 

12. Para prolongar en el terreno una recta.r a través de un 

obstáculo, trácese, como indica 
A la figura, AB perpendicular a r, 
Za UY D luego BC perpendicular a AB, 
por fin CD perpendicular a BC, 
y tómese CD=BA, La perpen- 
dicular-por D a CD será la pro- 
longación, ¿Por qué? 

13. Trazar por un punto Á una recta que corte a otras dos 
en dos puntos B y C de tal modo que Á sea el punto medio 
de BC. 

14: Probar que en todo cuadrilátero convexo el perímetro e: 
mayor que la suma de las diagonales y menor que el doble de 
esta suma, 


Lección 18.—-Los cuadriláteros. 


(El rombo, el cuadrado y el trapecio). 


105. El rombo. 


Si un paralelógramo tiené dos lados contiguos iguales 
tiene también iguales a ellos sus opuestos, los otros dos: es 
decir, los cuatro lados son iguales, y el paralelógramo se 
llama rombo. El alumno dibujará, o 
pues, fácilmente un rombo. (V. pá- 
rrafo 103.) | 

Sea éste ABCD. Dos vértices 
opuestos A y C equidistan de los 
otros dos B y D; por consiguiente, 
cada una de las diagonales es me- 
diatriz de la otra (por contener dos puntos equidistantes de 
sus extremos). 


D 





Así, pues: Las diagonales de un rombo son perpendicu- 
lares entre sí, y son ejes de simetría del rombo. Por tanto, 
también, las diagonales de un rombo son bisectricés de los 
ángulos cuyos vértices unen. 


Esta simetría doble permite obtener fácilmentg un rombo de 
papel del siguiente modo : Dó- 
blese un trozo-de papel dos ve- 
ces, como se-dobla una carta, 
y practíquese luego un corte 
rectilíneo entre los dos doble- 
ces, como indica la figura. Al 
desdoblar, resulta un rombo. 
¿Por qué? 
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106. El cuadrado, 

Si se construye un rombo:con un ángulo recto, es decir, 
CO se obtiene un cuadrilátero que tiene sus cua- 
tro lados iguales. y sus cuatro ángulos 
también iguales por ser rectos, Esta 
figura se llama cuadrado y tiene, na- 
turalmente, reunidas las propiedades 
del rombo y del rectángulo, Es decir: 

El cuadrado tiene cuatro ejes de si. 
metría, que son sus diagonales y sus 
paralelas medias. Dichas diagonales, además de cortarse en 
partes iguales, son iguales y perpendiculares entre sí. 





107. Construcción de cuadrados. 

Para dibujar un cuadrado de lado dado.se trazarán per- 
pendiculares por el extremo de este segmento: sobre ellas 
se llevará el mismo segmento, y bastará luego unir los ex- 
tremos obtenidos como indica la figura. 


» 
3 





Otras veces conviene construir un cuadrado de diago- 
nal conocida-AC, en cuyo caso bastará llevar sobre la me- 
diatriz de este segmento la mitad del.mismo a tuno y otro 
lado, y unir los puntos B y D obtenidos con los extremos 
A y C de la diagonal dada. 


La figura obtenida es un cuadrado porque los cuatro triángu- 
los formados que aparecen en la figura son rectángulos isósce- 
tes de donde resulta la igualdad de las hipotenusas AB, BC, 
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CD, DA, y la perpendicularidad de cada dos censecutivas, por 
ser el ángulo que forman suma de dos de 450. 

Esta construcción equivale a demostrar la proposición recl- 
proca de la anterior, es decir: Si las diagonales de un cuadrilá- 
tero son iguales y perpendiculares entre sí y se cortan en partes 
iguales, el cuadrilátero es cuadrado, 


En la práctica se recortan cuadrados, partiendo de hojas de 
papel rectangulares, del modo siguiente: Se dobla la hoja por 
una punta, de tal modo que el borde superior coincida con uno 
lateral, y se corta el papel sobrante a lo largo del otro borde ple- 
gado: La figura que así resulta al desdoblar es un cuadrado. 
¿Por qué? 





Indique el alumno los ejemplos de objetos o dibujos de forma 
cuadrada que haya observado en la vida ordinaria, 


108. El trapecio. 

Si en una faja de papel con dos bordes paralelos prac- 
ticamos dos cortes transversales no paralelos obtenemos un 
trapecio. Los lados paralelos se llaman .bases, reservándo- 
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se la denominación de lados para los no paralelos. S1 éstos 
son iguales el trapecio se llama isósceles. La distancia en- 
tre las bases se llama altura. 


109. Paralela media de un trapecio. 
El segmento MN que une los puntos medios de los lados 


de un trapecio se. llama base media o paralela. media, por 
ser paralela a las bases del trapecio. 


Para probarlo giremos dicho trapecio 180” alrededor de 
uno de tales vuntos N. De este' modo se obtiene un trapecio 
simétrico, que Junto con el anterior completa un paraleló- 
gramo AB'A'B (por el paralelismo de las rectas simétri- 


A DC $: cas). El segmento MN 
y su.simétrico NM' for- 
A m Iman la paralela media 


MM'. Esta es igual al 
lado BA”, es decir, a la 
suma de: las bases del 
trapecio. Por consiguiente, la mitad MN de MM' es igual 
a la. semisuma de las bases en cuestión. Resumiendo: 


BAD —— A 


“La paralela media de un trapecio es paralela a las bases 
del mismo e igual a su semisuma. 


110. Paralela media de un triángulo. 


El segmento MN que une los puntos medios de dos la- 
dos de'un triángulo se llama paralela media correspondien- 
te al tercer lado, y es paralela a B 
dicho lado e igual ta su mitad. 

Dejamos a la iniciativa del M Mm 
alumno la demostración, para la 
cual procederá análogamente a HB "al 
lo hecho para el trapecio, es de- 
cir, girando 180” el triángulo alrededor de N hasta comple- 
tar un paralelógramo, como sabemos. 


111. División de un segmento en partes iguales. 
Como por un punto no hay más que una paralela a una 
recta, podemos decir: Lo mismo en un triángulo que en 


E do SS 


un trapecio la paralela a una base por el punto medio de 
un lado corta también al otro lado en su punto medio. 
Esta propiedad se aplica para dividir un segmento en 
partes iguales, Propongámonos, por ejemplo, dividir el 
segmento AB en cinco partes iguales, Para ello trázaremos 


una recta auxiliar AB' que pase eb 
por 4, y llevaremos sobre ella pe ¿ », 
un segmento cualquiera .AM' APIO 
cinco veces consecutivos, a AAA 
partir de A, 17. E 


A 


Uniremos el último Punto ac 
B' cbtenido con el extremo B 4 4 Y P € 8 
del segmento dado, y por los puntos M', N”, P' y O, de di- 
visión, trazaremos paralelas a la recta BB', Estas paralelas 
dividen el ségmento dado en cinco partes iguales, 

En efecto: En el triángulo ANN' el segmentoM'M es 
la paralela media correspondiente al ládo NN”, luego M es 
punto medio de ÁN, es decir: AÁM=MN. Anaálogamente 
N'N es paralela media del trapecio M'MPP', luego N es 
punto medio de MP, es decir, MN =NP. Y así sucesiva- 
mente: NP=PO, y PO=QB. Por lo tanto: 


AM=MN=NP=PO=O0B, 
y el segmento ha quedado dividido en cinco partes iguales. 


Aplicación del papel rayado.— La operación es muy sencilla si 
se dispone de papel rayado con ra- 
yas- equidistantes (papel de car- 
tas, cuadernos, etc.), pues basta- 
rá transportar el segmento 44 
de modo que un extremo esté so- 
bré una raya, y moverlo luego 
hasta que el otro extremo se si- 
túe cinco rayas más allá, Las ra- 
yas intermedias darán los pun- 
tos de división buscados. ¿Por 
qué? Análogamente para dividir 
en otro número de partes. 
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EJERCICIOS 


3.2 Construye a ojo toda suerte de cuadriláteros de los es- 
tudiados en esta Jección, y compruébalos, 

a.2 Repite la construcción con cuidado y recórtalos en car- 
tón o cartulina. | 

3.2 Demuestra estas propiedades del trapecio isúsceles : 1.*, 
son iguales los ángulos que forman los lados con cada una de las 
bases, y 3.*, la recta que une los puntos medios de la» bases es 
perpendicular a ellas y es eje de simetría del trapecio. Comprué- 
halo. 

,2 Construir un rombo dados: a), un lado y un ángulo y 
b), un lado y una diagonal, y c), las dos diagonales. 

5.2 Construir un trapecio dados los cuatro lados, Construirla 
dados un lado, las dos bases y una diagonal. 

6.2 Traza dos pares de paralelas apoyando el lápiz en los dos 
bordes de una regla en dos posiciones cruzadas, Demuestra que 
la figura limitada por estas cuatro rectas trazadas es tun rombo, 

7/0 La construcción anterior permite determinar la kisectriz 





de un ángulo con el simple auxilio de una regla de bordes para- 
lelos, sin más que apoyarla en uno y otro lado del ángulo, como 
indica:la misma figura (a). ¿Por qué? 

8,2 El rombotde,.-—Corta dos triángulos iguales y únelos por 
un lado coloctándolos: simétricamente, El cuadrilátero resultan- 
te ABCB' (figura b) se llama rofmboide, Deduce sus propiedades. 

9.2 Si por cada vértice de un triángulo ABC (figura c) tra- 
zamos la paralela al lado opuesto se forma otro triángulo 4'B'C*. 
Demostrar que los lados de éste son dobles qué los del dado. 

10, Las alturas del triángulo ABC son mediatrices de 4'B'C', 
luego resulta : Las alturas. de un triángulo se cortan en un pun- 
to, que se llama ortocentro del triángulo. 

11, Demostrar que los puntos medios de los lados de un cua- 
drilátero cualquiera son vértices de un paralelógramo. 


Lección 19.—Los polígonos regulares. 


112. Definición. 


Mediante un limbo graduado podemos dividir una :cir- 
cunferencia en varias partes iguales. Uniendo los puntos 
de división consecutivos, formaremos un polígono que tie- 
ne todos sus vértices en la circun- 
ferencia y que se llama, por esta 7 =s 
razón, inscrito en ella. (También 78 SS 
se dice que la circunferencia está 
circunscrita al polígono.) 

Si giramos la figura alrededor 
del centro, de modo que un vértice L, 
coincida con el siguiente, ocurrirá 2 
lo- propio a todos los demás vérti- 
ces, es decir, el polígono coincidirá consigo mismo, y por 
lo tanto cada lado y'cada ángulo es igual al siguiente; en 
una palabra : todos son iguales, 

Un polígono que tiene todos sus lados iguales y todos 
sus ángulos iguales, se llama polígono regular. Hemos ob- 
tenido, pues, del modo precedente, un polígono regular. 
También lo son el triángulo equilátero y el cuadrado, figu- 
ras ya estudiadas. 


po 


Podemos materia- 
lizar una figura co- 
mo la anterior pa- 
sando un hilo tenso 
por lós extremos de 
los radios de una 
rueda. Obsérvese 
que, después de gi- 
rar la rueda, es lm- 
posible distinguir unos lados de los otros y unos ángulos de, los 





== AJO => 


demás, por ser todos: geométricamente iguales ; es decir, a me- 
nos de fijarse en particularidades de otra Indole, 

Ejemplos análogos nos otrecen las antiguas ruecas, los mo- 
dernas antenas de cuadro, etc, 


113. Circunferencia circunscrita a un polígono regular. 


Hemos visto que uniendo los puntos de división de una 
circunferencia en partes iguales, resulta un polígono re- 
gular inscrito; pero podemos preguntarnos si, recíproca- 
mente, todo polígono que tenga sus lados iguales y sus 
ángulos iguales puede ser inscrito en una circunferencia. 
La: comprobación gráfica es inmediata : si trazamos la cir- 
cunferencia que pasa por tres vértices consecutivos. A, B 
y C, por ejemplo, observaremos que pasa por todos los 
demás. 


"Demostración : Los arcos correspondientes a las cuerdas igua- 
leg AB y BC son también iguales, y po- 
dremos girar el polígono alrededor -del cen- 
tro O de modo que AB caiga sobre BC. 

Como todos los restantes lados y Angulos 
son iguales, el polígono “girado coincidirá 
con el anterior (en virtud de la «proposi- 
ción $ 41), es decir, cada vértice dista lo 
mismo del centro que el anterior, y, por 
tanto, todos. están en la misma circunfe- 
rencia, 





Todo polígono regular está, pues, inscrito en una cierta 
circunferencia, cuyos centros y radio se llaman también 
centro y radio del polígono. 

Vemos que son problemas equivalentes la inscripción 
de un polígono regular den lados en una circunferencia, 
y la divistón de la misma en »n partes iguales. Con el sim- 
ble auxilio de.la regla y el compás no ha sido posibie re- 
solyver este problema en todos los casos, sino solamente 
para determinados valores de n. Vamos -a estudiar los ca- 
sos más sencillos. 


So 3 E 


114. Cuadrado. 


Ya hemos estudiado esta figura en el párrafo 106. 

La construcción de un cuadrado de diagonal dada (pá- 
rr«fo 107) no es, en el fondo, más que la de un cuadrado 
inscrito en una circunferencia cuyo diámetro es dicha dia- 
gon11. Basta, por lo tanto, trazar dos diámetros perpen- 
diculares y unir los.extremos tv. figura). Así se construyen 
las autenas de cuadro. 





115. Octógono regular. 


Trazando las bisectrices de los ángulos rectos, quedará 
dividida la circunferencia en ocho partes iguales, y por lo 
tanto los puntos de división serán los vértices de un octdó- 
gono regular inscrito en la circunferencia. 

Trazando de nuevo las bisectrices de los ángulos cen- 
trales podríamos construir polígonos regulares inscritos de 
16, 32-lados, etc. 


116. Exágono regular. 


Tracemos la circunferencia, y sin variar la abertura del 
compás, llevemos una cuerda a AB igual al radio. El tri- 
ángulo AOB formado por dicha cuer- 
da y los dos radios extremos será, 
-pues, equilátero; luego sus ángulos, y 
en particular el central A0OB, valen 
60”, es decir, la sexta parte de 360". 
Si llevamos, pues, seis veces dicha 
cuerda, cerraremos el exágono regular. 
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El lado del exágona regular inscrito en una circunfe- 
rencia es igual al radio; y la operación descrita. constituye 
la construcción de dicho -exágono, dado el lado. 

Las bisectrices de los ángulos centrales permitirán ob- 
tener polígonos de 12, 24 lados, etc. 


117. Triángulo equilátero. 
Su construcción, dado el lado, nos es va conocida. 


Para construir el triángulo equilá- 
tero inscrito en una circunferencia, es 
decir, para dividir ésta en tres partes 
iguales, lo más práctico es dividirla en 
seis y considerar .sólo las divisiones de 
dos en dos. 

La figura ¿indica la construcción. 


118. Circunferencia inscrita. AÁpotema. 


El centro O de la“circunferencia circuscrita a un -polí- 
gono regular dista lo mismo de todos los lados, puesto que 
cada úno de ellos puede coincidir con los, demás al girar. 
Esta distancia común se llama apotema del polígono, y se 
obtendrá sin más que trazar el segmento de perpendicular 
desde el centro a un lado. 

También puede procederse uniendo los dos puntos con- 
tiguos al de partida con el diametralmente opuesto a éste. 

La circunferencia que tenga esta 'apotema por radio, 
id pues, tangente a todos los lados, y se llama, por esta 
razón inscrita en el polígono, y éste cir- 
cunscrito a aquélla, 


Todo polígono regular está, pues, 
circunscrito a una «cierta circunferencia 
que tiene por radio su apotema, 
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Es interesante, por lo sencilla, la relación que existe 
entre el radio y la apotema de un trián- B 


gulo equilátero. Basta observar la figu- y 
C 


ra, que reproduce su construcción, para 

ver que el lado BC es mediatriz del ra- 
dio OA; de donde: 

En cambio la abotema de un cuadrado es 

igual a la mitad del lado, como se desprende 

fácilmente de la figura. 





La apotema OM del triángulo equi- 
látero es igual a la mitad del radio OA. 





EJERCICIOS 


1.9 Ejercítate en trazar a pulso polígonos regulares, 

2.2 Divide una circunferencia en cinco o diez.partes iguales, 
tanteando una cuerda conveniente con el compés de puntas, 
Cuanto más finas sean éstas y mayor la circunferencia, más en- 
sayos necesitarás, Si la circunferencia fuese muy grande y las 
puntas muy finas, perdertas probablemente la paciencia. En re- 
sumen : con aparatos teóricamente perfectos, las construcciones 
por tanteo no sirven, y por ello los sabios han ideado construr- 


ciones exactas. 
, ed 


3. La figura a indica una construcción exacta. del lado del 
pentágono (f) y del decágono (d) inscritos en una circonfereñcia 
(dada por Claudio Ptolomeo, siglo II. No existen construccio- 
nes exactas con la regla y el compás para todos los polígonos re. 
gulares, (rauss (1777-1855) logró precisar cuáles eran construc. 
tibles y cuáles no. Por ejemplo, el eptágono no lo es, 


(3) 





4. La-ñigura b es un pentágono regular estrellado, y se ob- 
tiene uniendo de dos en dos los puntos de división de una cir- 
cunferencia en cinco partes iguales. Procura obtener decágones, 
eptágonos..., estrellados. ¿Cuántos obtienes? 

5.2 Una curiosa construcción material del pentágono regu- 
lar se indica en la figura c. 


NOTAS AL CAPITULO Ill 


Origen de algunos nombres.-—La mayor parte de los nombres 
usados en Geometría se conservan desde tiempos de Grecia, con 
levísimas modificaciones. Así, .los nombres cateto, hipotenusa, 
isósceles, rombo, trapecio, paralelógramo, etc., netamente grie- 
gos, Algunos tienen composición curiosa; por ejemple, htppte- 
nusa significa sublendida; isósceles significa piernas iguales (de 
isos igual, «kelos pierna); paralelógramo se compone de para (al 
lado) allelos (uno de otro) y grammeze (línea), etc, 


Apuntes históricos —El teorema sobre la suma de los ángulos 
de un triángulo era ya conocido de la escuela pitagórica, y, por 
tanto, no falta er 108 Elementos de Euclides. No así el teorema 
más general sobre los ángulos de un polígono, que aparece por 
primera vez en los comentarios de Proclo al libro de Euclides (si- 
glo V después de J. C.), 

Las propiedades del paralelógramo, rectángulo, trapecios, et- 
cétera, eran ya conocidas de los griegos y auri de los egipcios, 
También eran conocidas de jos griegos las propiedades de los án. 
gulos inscritos, ya demostradas en Euclides como se demuestran 
hoy, El caso particular del ángulo inscrito recto es el más anti- 
guo, y, como hemos dicho, se debe a Thales, Cuentan los histo- 
riadores que el descubrimiento de esta propiedad causóle tal sa. 
tísfacción, que sacrificó un buey como ofrenda a los dioses, 

El concepto de lugar geométrico se halla ya en los trabajos de 
Archytas, pero Apolonio fué quien. lo introdujo en la resolución 
de los problemas, 

Respecto a la división de la circunferencia en partes iguales, 
diremos que las construcciones estudiadas en este capítulo eran 
ya probablemente conocidas de los. egipcios y babilonios. Sabido 
es que a estos últimos se debe la división en 360 partes. 

Dice la Historia que el pentágono estrellado era el símbolo 
que empleaban los pitagóricos para reconocerse. 





CAPITULO IV 
LAS AREAS 


Lección 20.—Noción de área. 


119. Suma y equivalencia de polígonos. 
En lecciones anteriores hemos descompuesto repetidas 
veces cuadriláteros y otros polígonos en triángulos. Cuan- 
do una figura plana puede descomponerse en otras me- 
diante cortes efectuados en ella, parece 


a AY 

natural: decir que dicha figura es suma E => 
« a > TS 

de los componentes; y si quitamos una 5 <=, Ly 


llamaremos, por tanto, diferencia a la fi. 
gura restante. 

Pero esta nueva noción de sumia y di- 
ferencia difiere notablemente de la suma y diferencia de 
segmentos y ángulos, pues mientras con varios segmentos 
no puede obtenerse más que un segmento suma, dados va- 
rias figuras pueden obtenerse muchas sumas de formas 
completamente distintas; y otro tanto ocurre con la dife- 
rencia. 





Recuérdese, por ejemplo, la infinidad de polígonos que se ob- 
tienen con las piezas del conocido juego chino, que reproducen 
las figuras, 


Análogamente, con unas mis- 
mas baldosas podemos embaldo. 
sar pavimentos de muchas for- 
Y mas distintas, Podemos también 
Y cortar una misma prenda de una 

cda Td, misma pieza de tela, obteniendo 

Equivalentes. retazos (diferencias) de muichas 
formas, según la posición elegida y según el modo de cortar, 
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En muchas cuestiones prácticas consideramos, sin em- 
bargo, las figuras así obtenidas como si fueran iguales. 
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En efecto, pagamos lo mismo por embaldosar,dos pavimen- 
tos de formas distintas sí uno y otro constan de -las mismas bal. 
dosas ; también nos costará lo mismo encerar ambos pavimen- 
tos ; y no dudamos en decir que la cantidad de (ela de los ante- 
riores retazos es la misma, 
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Para distinguir esta nueva clase de igualdad de la que 
ya conocemos (congruencia), diremos que las figuras tie- 
nen igual extensión, o que son equivalentes. Resumiremos, 
pues, lo dicho con la siguiente 


DEFINICIÓN.—Dos figuras tienen la misma extensión o 
son equivalentes cuando son iguales o pueden obtenerse 
como suma o diferencia de figuras iguales (1). 


120. Concepto de área, 

Así como los segmentos se miden con uno fijo que se 
adopta como unidad, así también la extensión de las figu- 
ras se mide con un cuadrado cuyo lado es la unidad de lón- 
gitud.. El número de cuadrados y partes alícuotas de cua- 
drado que contiene una figura se llama área de la misma. 


(1) Es inútil hablar a un niño de once años de los postulados 
que lógicamente envuelve esta definición y contraproducente pro. 
fundizar más en estos conceptos intuitivos, 
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Consideraremos como evidente que: 

Todas las. figuras equivalentes tienen la misma área. 

El área de una figura suma de dos es la suma de. las 
áreas de estas dos; y, por tanto, el área de una figura suma 
de dos, tres, ... iguales o equivalentes es el doble, triple, ... 
del de una de ellas. | 


121. Unidad. Múltiplos y submúltiplos. 

Recordemos que en el sistema métrico decimal la uni- 
dad de área es el metro cuadrado, c cuadrado que tiene ún 
metro de lado. Sus máltiplos son : 


el decámetro cuadrado (dam?) = 100 m”= 1 área. 
el hectómetro cuadrado ( hm”) = 10000 m*=1 hectárea. 
el kilómetro cuadrado ( km*= 000000 m* 


todos ellos usados, especialmente los dos primeros en la 
medida de los campos. 
Los submáúltiplos o partes alícuotas empleados son : 


el decímetro cuadrado ( dm?) =0,01 m' 


el centímetro cuadrado ( cm*)=0,0001 m cm? 
el milímetro cuadrado (mm?) =0,000001 W”. 


El más usado en el dibujo es el cm?. 


123. El problema de la medición. 


Establecidas las anteriores definiciones, en seguida ocu- 
rre preguntar: Para medir un campo, por ej., ¿hará falta 
llevar sobre él una plantilla cuadrada igual a la unidad, 
como se lleva el metro sobre una cinta? ¿Cómo podremos 
medir triángulos, polígonos y. otras figuras de forma irre- 
gular con una figura unidad tan regular como el cuadrado? 
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He aquí poco más o menos, los primeros problemas geo-. 
métricos que se pianteó la Humanidad. Interesados los 
hombres en la medida de los campos, para resolver sus 
querellas de posesión, nació la Geometría, palabra que sig- 
nifica precisamente esto, de Geos (tierra) métron (medida). 

En seguida veremos cómo se resuelven estas aparentes 
dificultades en las figuras conocidas. 


123. Área del rectángulo. 


Si en el pavimento de una habitación rectangular con- 

tamos 7 baldosas en una dirección y 4 en la'otra, dicho pa- 

7 vimento tendrá en total 7 fi- 

A las de 4 baldosas, o sea 7X4 

= 28 baldosas. No hemos ha- 
blado aquí de tamajñio. . 

Si los lados de un rectán- 
gulo miden, pues, 7 y 4 me- 
tros, respectivamente, cabrían 
en él 7 x4=28 baldosas de m?”, es decir, el área del rectán- 
gulo es el producto 7x4 expresado en m*=28 m?. 

Si las medidas de los lados no son un número exacto 
de m., sino, por ejemplo, 7,52 m. y 3,3 m., tomaremos 
como unidad la fracción más pequeña de m. 'apreciada, es 
decir, en este caso, el cm., con lo que las dimensiones 
en cm. serán enteras: 752 y 830. 

Considerando, pues, baldosas de un cm”, el rectángulo 
contendría un número de ellas igual al producto de 752 x 
x830=624160, es decir, el área del rectángulo es 624160 
centímetro cuadrados = 62,416 cm”. 

Este número de m? es también el producto de las me- 
didas decimales'7,52 y 8,3 de sus lados en m. (puesto que 
ha resultado de multiplicar 7,52 y 3,30 como si fueran en- 
teros y separar luego cuatro decimales). 
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Otro tanto ocurre si se miden los lados en fracciones no de- 
cimales del m. Asf, por ejemplo, si 
un. rectángulo tiene de dimensiones 
1/3 y 1/4 de metro, podemos des- 
componer el m* en 3x4=12 rectán- 
gulos de éstos (como indica la figu- 
ra); es decir, que su área valdrá, 
en m?, 1/12, que es el producto. de 
1/3 pór 1/4. | 

Por último, un rectángulo de di- 
mensiones 2/3 y 3/4 de m tendrá 
2x3=6 rectángulos de los anterio- 
res, o sea en m* 6/12, que es también el producto de 2/3 por 3/4. 


DOS 





- Resumiendo : El área de un rectángulo en m”, es igual 
al producto de las medidas en m. de dos lados contiguos. 
Y del mismo modo el área en dm”, em”, ... es el producto 
de las medidas de estos lados en dm, cm, ... 

Se suele abreviar muchas veces este enunciado dicien- 
do: El área de un rectángulo es igual al producto de sus 
dos dimensiones, dando por sobre entendida la correspon- 
dencia de las unidades de medida. 

En particular: El área de un cuadrado es el cuadrado 
de la medida de su lado, puesto que ambos lados son igua- 
les. De aquí precisamente el nombre de cuadrado dado al 
producto de dos factores iguales. 


Fórmulas: 


Area del rectángulo (dimensiones a y b)=a.b 
Área del cuadrado (lado a) =a?. 


Obsérvese cómo los anteriores razonamientos han per- 
mitido sustituir la engorrosa medición directa de la exten- 
sión (aplicando el cuadrado unidad) por sencillos cálculos 
efectuados sobre medidas longitudinales, mucho más fá- 
ciles de obtener. 


Lección 21.—Las áreas de los polígonos. 


124. Área del paralelogramo, 

Dado un paralelógramo ABCD, tracemos desde los ex- 
tremos A y B de la base perpendiculares al lado opuesto; 
formaremos así un rectángulo ABNM de la misma base e 
igual altura, 


MOND COM DOCM N C 





Á B 


Si del trapecio total formado MABC quitamos el trián- 
gulo rectángulo AMD (véase la figura), quedar4 el parale- 
lógramo dado; pero si quitamos el triángulo BNC, igual 
al anterior, se obtendrá el rectángulo ABNM. 

Como hemos restado triángulos iguales dal mismo tra- 
pecio, las figuras obtenidas son equivalentes; pur tanto: 


Todo paralelógramo es equivalente a un rectángulo de 
la misma base y la misma altura. 


Para medir el área de un paralelógramo ya no hace fal- 
ta, pues, compararlo directamente con el cuadrado unidad. 
Basta medir, o mejor calcular, el área del rectángulo, por 
consiguiente : 


El área de un paralelógramo es igual al producto de las 
medidas de su base y de su altura (ambas medidas con la 
misma unidad, naturalmente). 


Ejemplo * El paralelógramo de la figura anterior tiene base 
=9,5 mm; altura =12 mm, Luego área =9,5x 12=114 mnP! 


De un modo general y abreviado, expresaremos el área 
de un paralelógramo de hase b y altura a mediante ésta. 
fórmula : 

Área = ba (1. 


125. Area del triángulo. 

Ya hemos visto (5 110) cómo, dado un triángulo cual- 
quiera ABC se forma, con otro igual, un paralelógramo, 
cuya área es, por tanto, doble de 
la del triángulo, y que tiene las 
mismas base y altura; por tanto: 


El área de un triángulo es 
igual a la mitad del producto de 
las medidas de su base y de su altura. 





Ejemplo: El triángulo de la figura tiene: "base=26,5 mm, 
altura=17 mm. Luego, área=450,5 mm* =4,505 cm*, 


Fármula general (base b, áltura a): 


Área =-—ba 
. 2 


126, Area del trapecio. 


Hemos visto de un modo análogo ($ 109) cómo, dado 
un trapecio cualquiera, se 


forma, con otro igual, un pa- TR A) 
- ralelógramo, cuya área será, EGPRZIA 1) 
por tanto, doble, y que tiene > —— 

la misma altura y por base la suma de las bases del trape- 
cio. Por consiguiente : 


(1) Es costumbre suprimir el signo de multiplicar cuarido hay 
factores literales. 
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El área del trapecio es igual a la mitad del producto de 
las medidas de su altura y de la suma de sus bases. 


Se obtiene el mismo resultado multiplicando directa- 
mente la altura por la semisuma de las bases, o sea la ba- 
ralela media, es. decir : 


El área de un trapecio es igual al producto de las medi- 
das de su altura y de su paralela media. 


Ejemplo : El trapecio de la figura tiene altura==9,5 mm, base 
inferior=22 mm, base superior=12 mm, semisuma o paralela 
media=17. Área=0,5 x 17 =161,5 mm?, 


Fórmula general: (altura a, bases b, y ba). 


1. 
Área ada ba) a 


OBSERVACIÓN.-——También el área de un triángulo puede 
obtenerse utilizando la para- 
lela media correspondiente a 
la base, -si se tiene dibujada. 

Las figuras adjuntas indi- 
can la transformación directa 
de un triángulo ABC y tra- 
B c 3 GC  pecio ABCD en paralelógra- 

mo equivalente. 





127. Área de un polígono cualquiera. 

Para hallar el área de un polígono cualquiera se des- 
compone en triángulos o en trapecios, y se suman las áreas 
de éstos. 

La descomposición más sencilla en triángulos se logra 
trazando las diagonales por un vértice. Pero es más reco- 
mendable la descomposición en trapeeios y triángulos por 
una diagonal y las perpendiculares a ella trazadas por los 
vértices como indica la figura. En la diagonal trazada se 


tienen asf diversas alturas de los triángulos y trapecios ob- 
tenidos. 


He aquí cómo se dispone el cálculo, aplicado al polígono de 
la figura (las medidas en mm): 














Bases cie Alteza Productos 


9 63 | a=4 35,2 
£ = 13,6 
10,6 = 17,5 | 185,5 
j= 8,6 E 
43 |e=7 30,1 
o 
o * 
, ss |d=6 33 
i=1u 
13,4 $=11 136,4 
4 = 13,8 











69 | f/= 115 79,35 


Torar.. dr-040 489,55 ment 


128. Area de un polígono regular. 


Si el polígono es regular, es mucho más sencillo aún 
dividirlo en triángulos por medio de sus radios, pues en 
esta forma todos los triángulos obtenidos 
1 son iguales y bastará multiplicar el área 
de uno de ellos, por su número nx, que es 

igual al de lados del polígono. 
Tomando como base de cada triángu- 
lo el lado 1, la altura correspondiente es 
la apotema a; por lo tanto, la fórmula ge- 

neral será : 


1 
Área = = nla 


El producto n 1 de la medida de un lado por sti número 
se llama perímetro del polígono, puesto que mide la lon- 
gitud de la línea poligonal que le circunda. Podemos, pues, 
decir : 
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El área de un polígono regular es igual al producto del 
semiperímetro por la 
apotema. La figura 
indica la transforma- 
ción directa del po- 
lígono en un rectán- 
gulo con estas di- 
mensiones. 





129. Area de figuras curvas. 


Las áreas de figuras de contornos curvos irregulares, 
como porciones de terreno, etc., se 
miden en la práctica sustituyéndo- 
las por polígonos aproximadamen- 
te equivalentes; es decir, se procu- 
ra cruzar el contorno de la figura, 
compensando los entrantes con los 
sálientes. 


Si se trata de una figura de tamaño corriente en el di- 
bujo, puede también hacerse 
la medición directa, aplicán- 
dola sobre un papel milime- 
trado y contando los cm? y 
mm? de su interior, efectuan- 
do a ojo compensaciones en- 
tre los trozos de cuadraditos 
cortados por el contorno. 

Para el área del círculo ob- 
tendremos en breve una fór- 
mula sencilla. 





NoTa.—También puede hallarse el área de un polígono irregu- 
lar transformándolo gráficamente en triángulo equivalente, Sea, 
por ejemplo, el pentágono de la figura. Si por el vértice B traza- 


mos la paralela a la diagonal ÁC hasta que corte al lado EA 
en B', el triangulo C.1B' es equivalente 
al CAB, por tener la misma base AC e 
igual altura. Por tanto, el pentágono 
dado es equivalente al cuadrilátero 
EDCEB'. Análogamente transformare- 
mos el cuadrilátero en triángulo equi- 
valente, 





EJERCICIOS 


1.2 Un mirador tiene tres ventanas rectangulares de 70 x 150 
y dos de 50x 85 cms, ¿Cuántos m? de cristal tiene ? 

2,2 ¿Cuántos m* de papel hay en este libro? 

3.2 Una casa tiene un pasillo de 7 metros de largo por 1,50 
metros de ancho ; tres habitaciones rectangulares de 4,20 Xx 3,50 ; 
3,70X 2,90 y 3,50x 3, y una habitación en forma de trapecio de 
bases 7,50 y 4,25 y altura 3,258. ¿Cuánto cuesta encerar la casa, 
si el precio por m? es de 1,30 pesetas ? 

4.2 El techo de una casa está compuesto de dos triángulos 
de base 7 m y altura 4 m, y de dos trapecios de bases 12 y.6 m. 
y altura 4,5. ¿Cuántos m* de uralita se necesitan para techar la 
casa? 

5.2 Construir un paralelógramo de lados contiguos iguales 
a 5,7 cm. y 3,8 cm. formando un ángulo de 60 grados. Hallar el 
área del mismo, Repite muchas veces el ejercicio cambiando los 
datos. ñ 

6.2 Hallar las áreas de los triángulos construídos en la lec- 
ción 15. Repite este ejercicio construyendo otros muchos trián- 
gulos. 

7.2 Construir un trapecio de lados iguales a 3 cm. y 2 cm., 
y de bases iguales a 1,5 cm. y 4 cm. Hallar su área. Repite el 
ejercicio variando los datos, 

8.2 Construye un gran polígono irregular sobre el terreno y 
calcula su área tomando las medidas necesarias. 

9. Repite el' ejercicio para un polígono regular. 

10. Probar que al trasladar un vértice de'un triángulo para- 
lelamente al lado opuesto, no se altera el área del triángulo, 

11. Mide el área de figuras curvas por los métodos expuestos 
en el párrafo 129 y compara los resultados. 


Lección 22.—El teorema de Pitágoras. 


Hemos visto cómo, calculando con las medidas de cier- 
tos segmentos, se deducen las áreas de las figuras; pero 
también se aplican inversamente las áreas, cuando son co- 
nocidas, al cálculo de la medida de segmentos. Así, por 
ejemplo, en esta lección vamos a deducir, de la noción de 
equivalencia, una relación numérica entre las medidas de 
los tres lados de un triángulo rectángulo, tan sencilla como 
interesantepor sús numerosas aplicaciones, y que recibe el 
nombre de o 


130. Teorema de Pitágoras. 


Dado un triángulo rectángulo cualquiera, por ejemplo” 


un cartabón de dibujo, construyamos un cuadrado de- pa- 
pel que tenga por lado la suma de sus catetos b y c. Cor- 


o 


== 


ll 


temos cuatro triángulos iguales al cartabón colocándolo 
en cada una de las esquinas del cuadrado, como indica la 
figura (1); el cuadrilátero sobrante es un cuadrado porque 
tiene sus cuatro lados iguales a la hipotenusa a del trián- 
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gulo, y los ángulos rectos (pues cada uno resulta de quitar 
de un llano los dos ángulos agudos del cartabón, cuya 
suma vale un recto, como se sabe). 

Pero también podemos cortar los cuatro triángulos en 
la forma que indica la figura (II), y entonces los recortes 
sobrantes son dos cuadrados cuyos lados son los catetos 
del triángulo. Como las diferencias de figuras iguales son 
equivalentes, resulta : 


El cuadrado construído sobre la hipotenusa de un tri- 
ángulo rectángulo es equivalente a la suma de los cuádra- 
dos construídos sobre los catetos. 


Expresando que el área a” del primero es, pues, igual 
a la suma de lás áreas b* y c? de los otros dos, se obtiene 
esta relación. 
2__ 2 5 
a=b"+ Cc, 


descubierta por Pitágoras más: de cinco siglos antes de Je- 
sucristo, y que se enuncia abreviadamente diciendo: 


El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los 
cuadrados de los catetos, debiendo entenderse por «hipo- 
tenusa» y u«cateto» sus medidas. De aquí resulta : 


El cuadrado de un cateto es igual al de la hipotenusa 
menos el del otro cateto. Es decir: 


Z b*= 7, e, 


131. Aplicaciones. 

Las fórmulas anteriores permiten calcular la hipotenu- 
sa a de un triángulo rectángulo conocidas las medidas b y c 
de los catetos, pues bastará sumar los cuadrados de éstas y 
extraer la raíz cuadrada así : 


a=Vb+e, 
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Ejemplo ; Si los catetos valen 7,3 cm y 12 cm, la suma de sus 
cuadrados 53,29+ 144 €s el cuadrado de a; por tanto, resulta : 


a = V 53,29 + 144= Y 197,29=14 cm aproximadamente, 


Y análogamente conocidas las medidas de la hipotenu- 
sa a y del cateto c, se obtendrá la medida del otro cateto:b, 
por el cálculo indicado en esta fórmula : 


b=Yae—e. 
Ejemplo : Si a=10 m y c=5 m, b=y 100 — 25 =8,66- aprox, 


Estos problemas se presentan en la práctica con mucha 
frecuencia; por ejemplo, en el cálculo de ias diagonales de 
rectángulos y cuadrados; de los lados y apotemas de los 
polígonos regulares, etc. 


EJEMPLOS: 1. La diagonal de un rectángulo de dimen- 
siones 21m. y 5m. es precisamente la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo con estos catetos, y vale, por tanto : 


V si+2* =V 20=5,38 m. (aprox.) 


2. La diagonal de un cuadrado de lado 1 m. es aná- 
logamente 


V 1+r= V 2=1,42 m. (aprox.) 


132. Lado del triángulo equilátero. 

Puede calcularse el lado del triángulo inscrito en una 
circunferencia de radio conocido, sin 
más que observar en la figura de cons- 
trucción que dicho lado AC es un ca- ÍA 
teto del triángulo rectángulo ABC, CN 
enva hipotenusa BC es el diámetro y C B 
cuyo otro cateto es el lado AB del SY 


exágono regular, igual, como se sabe, 
al radio. 
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Así, por ejemplo, si la longitud del radio es 11 mm (como en 
la figura), la del diámetro es 2- 11. La diferencia de los cua- 
drados 


(2-19 — 112=4: 111 —112 =3- 11? 
es el cuadrado del lado ; por tanto, éste valdrá 
13n  () 


Calculando se obtiene unos 19 mm (compruébese). 

De un modo general, si r es el radio de la circunferencia, el 
lado 1 del triángulo equilátero inscrito vendrá dado por la fór- 
mula 


=1 3 y 
e inversamente, dado el lado calcularemos el radio por 


reali 3 


133. Lado del cuadrado. 


En la figura se observa que,dicho la- 
do AB es la hipotenusa del triángulo 
rectángulo ABO construído sobre dos 
radios como catetos. Conocido, pues, el 
valor del radio se calcula fácilmente el 
del lado, y viceversa, como indica el si- 
guiente ejemplo: 





En la figura el radio r=11 mm, Por tanto, el cuadrado del 


lado P=1124+11*=2 - 112; de donde, I=Y 2-11 (=15,5 mm: 
compruébese). 


De un modo general, 1?2.=2r?, de donde l=Y2 - y; y reclproca- 
mente, r=1: y 2. 


Estas relaciones y las obtenidas en el párrafo 118 per- 
miten calcular fácilmente el radio, lado o apotema de un 
cuadrado, o de un triángulo equilátero, conocida una de 
estas tres longitudes. 


(1) En efecto, elevando el. cuadrado, resulta 3. 117, 
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134. Apotema del exágono. 


Se deduce a partir del radio de mo- 
do parecido, teniendo en cuenta que es 
cateto OM de un triángulo rectángulo 
OMA, cuya bipotenusa OA es el radio 
y cuyo otró cateto MA es medio lado o, 
¡o que es lo mismo, medio radio, 





Así, en el exágono de la figura el radio r=11 mm); por con. 
siguiente, la apotema valdrá y 11? -— 5,5% = y 121 — 30,25 == 
=9,5 mim aproximadamente. Compruébese en la figura. 


135. Perímetro del polígono de doble número de lados. 
Aún podemos sacar nuevas e interesantes consecuencias de la 
fórmula de Pitágoras; 

Si prolongames la apotema OM correspon- 
jiente al lado AB de un polígono regular de ele- 
mentos conocidos, hasta que corte a la circunfe- 
rencia, y unimos el punto N de intersección con 

0 MA] JN los extremos Á y B,. fornaremos dos lados NA 
y NB del polígono de doble número de ellos. 
El lado ÁN, por ejemplo, puede calcularse fá. 
cilmente por ser hipotenusa del triángulo rectán- 

gulo AMN, uno de cuyos catetos es la mitad AM del lado cono- 
cido y otro el segmentito MN diferencia entre el radio y la apo. 
tema, también conocidos, 

Calculado AN y multiplicando por el número de lados, obten- 
dremos el perímetro del polígono de doble número en cuestión, 

Partiendo; pues, de uno de los polígonos regulares estudiados 
anteriormente, podemos calcular con un solo dato (el radio) el 
perímetro del polígono y dé todos los inscritos sucesivos de do- 
ble, cuádruple, etc., número de lados, 

Este resultado no es de gran interés práctico ; pero sí lo tiene 
histórico y teórico, como veremos en la próxima lección. 


NoTa.—Cantidades inconmensurables.—Al calcular la diago. 
nal de un cuadrado de lado x m., hemos obtenido la raíz cuadra- 
da de 2. Pero vimos en Aritmética que no hay ningún entero ni 
fraccionario que elevado al cuadrado dé 2, Resulta, pues: La 
diagonal de un cuadrado no contiene exactamente ni el lado ni 
ninguna de sus partes alicuotas, y se dice por ello que es incon- 
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mensuraole con el lado, ¿Qué significado debemos, pues, atribuir 
a las fórmulas del teorema de Pitágoras, en este y otros casos 
análogos? El siguiente: Las raices aproximadas de 2 (en gene- 
val, de la suma de cuadrados de los catetos), en menos de una 
décima, centésima, milésima, ....., siempre coinciden con las me- 
didas aproximadas de la diagonal (hipotenusa) en dm, cm, mm, 
En Aritmética superior se crean los números llamados érra- 
cionales para representar las cantidades inconmensurables. 


EJERCICIOS 


1.2 Repite todos los ejercicios numéricos resueltos en esta 
tección, variando los datos, 

2.2 ¿Qué longitud tendrá una antena tendida entre dos es- 
quinas opuestas de. una terraza rectangular de 14x8 m.? 

3.2 Recorta dos cuadrados de papel (de lados distintos > y e) 
y únelos como indica la figura 1.1. Si practicas luego los. cortes 
señalados y unes los trozos 1, 2, 3, 4 resultantes como se indica 
en la figura 2.*, ¿qué figura obtienes? 


Bi 
E 
2 4 


4-2 Son.muchas las relaciones numéricas que pueden dedu- 
cirse de la noción de equivalencia, Las figurás 3.* y 4.* indican 
claramente la deducción de estas igualdades : 





(db +0) =b*4 €? 42be (db — CY =b* 401-206. 


Es decir : El cuadrado de una suma (diferencia) de dos niáme- 
ros es igual a la suma de cuadrados mas (menos) el doble de su 
producto. 

5.2 Observa el plano de una ciudad moderna, Las calles gue. 
len formar una cuadrícula rectangular. Compara el camino reco- 
a para ir de un punto a otro con la distancia rectilínea entre 
ellos, 


Lección 23.—Longitud de la circunferencia. 


36. El número x=. Determinación experimental, 


Arróllese un hilo sobre 'el borde exterior de una rueda 
o de un aro circular hasta darle una vuelta completa; ex- 
tendiendo luego el trozo'arrollado podremos levar el diá- 
metro tres veces sobre el hilo y aún sobrará un pequeño 
trozo. Si se hace la operación con mucho cuidado: puede 
apreciarse que el trozo “sobrante es aproximadamente la 
séptima parte del diámetro. 





Repítase la experiencia con ruedas de distintos tama- 
ños: monedas, platos, bandejas circulares, etc., y abten- 
dremos el mismo resultado. Diremos, por tanto: 


La medida de cualquier circunferencia, tomando por 
unidad su diámetro, es siempre la misma, o de otro modo: 
La razón de la longitud de una circunferencia a la de su 
diámetro es un número constante, que se designa por la le- 
tra griega r (léase pi). 


La longitud C de una circunferencia de diámetro d es, 


pues, el producto rd, o bien, designando por r el radio, 
277. 
a 
L, 


= md = 277. 


El valor aproximado de 7 determinado por las expe- 
riencias citadas es, pues, 3+1/7 Ó 21/7. 

Determinado un valor aproximado de r, de una vez 
para todas, podemos evitar la medida directa de las cir- 
cunferencias, pues bastará medir el diámetro y multipli- 
carlo por r. 


Ejemplos: El diámetro de una perra gorda es 3 cm, luego su 
perímetro será (multiplicando por 3 y añadiendo un séptimo): 
9+3/7=9,42 cm, 

También puede aplicarse, recíprocamente, la fórmula para cal- 
cular el diámetro de una circunferencia, conocida su longitud. 

Así, puesto que el meridiano terrestre tiene 40000 km, el diá- 
metro de la tierra será aproximadamente 40000 : 22/7 =12%700 km. 


137. Idea de la determinación matemática. 


Ocurre preguntar: ¿Por qué se prefiere medir el diámetro en 
vez de medir directamente la circunferencia? Los geómetras pro- 
curan referir siempre las medidas de curvas a las de ciertos seg- 
mentos rectilíneos porque para éstos se pueden utilizar reglas rÍ- 
sidas, mucho menos expuestas a errores que las cintas o hilos, 
los cuales pueden estirarse más o menos según la fuerza que los 
mantiene rectos, 

Pero entonces surge una duda : Si confesamos que las medi- 
das con hilos antes descritas son inexactas, ¿no pueden habernos 
cgnducido a engaño ? 

Los matemáticos griegos se preocuparon de sustituir las me- 
didas experimentales primitivas (de aproximación limitada) por 
procedimientos de cálculo que” permitieran obtener teóricamente 
toda la exactitud deseada, Vamos a dar una ligerísima idea de 
su fundamento. 


Si tratamos de medir con un hilo el borde interior del 
aro, o la boca circular de un pozo, apoyaremos el hilo en 
varios puntos, formando sucesivamente los lados de un po- 
lígono inscrito y mediremos su longitud. 
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La noción de longitud que todos tenemos nos dice que 
este valor es erróneo por ser menor que la longitud verda- 
dera de la circunferencia; que nos aproximamos tanto más 
a ella cuanto más pequeños sean los lados del polígono, y 
que teóricamente podríamos hacer el error despreciable, 
tomando lados suficientemente pequeños. 





Este hecho que 1a intuición nos dicta se expresa en 
Geometría dando la siguiente definición abstracta (aplica- 
ble también a otras líneas). , 


DEFINICIÓN. —Longitud de la circunferencia es el lími- 
te del perímetro de um polígono inscrito cuyos lados tien- 
den a cero (x). 


Los diversos métodos de cálculo de la longitud de la 
circunferencia están todos apoyados (más o menos lejana- 
mente) en esta definición. 

El primero que registra la Historia es el efectuado por 
Arquímedes, quien, partiendo del perímetro del exágono 
regular inscrito (cuyo valor es 6 radios ó 3 diámetros, como 
se sabe), calculó los perímetros de los polígonos regulares 
inscritos y circunscritos de 12, 24, 48 y 96 lados (el cálculo 
para los inscritos ha sido indicado en líneas generales en 
la lección anterior, párrafo 135). 





(s) La palabra mite se emplea precisamente para indicar 
que el error puede llegar a ser tan pequeño como sé quiera. 


Arquímedes dió como valor aproximado el quebrado 
22/7 ya conocido; pero lo interesante de su descubrimien- 
to no es el valor, sino el método seguido para obtenerlo, 
el cual permitiría mejorar la aproximación de modo teóri- 
camente indefinido, duplicando indefinidamente el número 
de lados. 

Modernamente, por procedimientos mucho más breves 
que no son de este lugar, se han calculado hasta 700 cifras 
decimales de rr; las primeras son : 


3,141592053 ..... 


Para los cálculos ordinarios es suficiente la aproxima- 
ción obtenida con el valor de 3 1/7, o bien con el valor 3,14; 
para cálculos precisos tómese r= 3,1416. 


.138. Longitud de un arco de graduación dada, 


Si dividimos la circunferencia en un cierto número de 
arcos iguales, la longitud de cada uno de ellos se obten- 
drá dividiendo por el mismo número la longitud de la cir- 
cunferencia 2x7. Así, la longitud del arco de 90” (cuadran- 
te) será 21: 4 = rr: 2; la longitud del arco de 60” (sexta 
parte) será 27171: 6 = rr: 3, etc. 

Análogamente la longitud del arco de 1” será 2mr: 360 
= ar: 180 y la longitud de un arco de n grados será : 


rrn: 180. 


Así, por ejemplo, la longitud de un arco de 60% en una circun- 
ferencia de radio 1 m será q 7: 3=3,147 3=1,05 m. 

Análogamente : la longitud del arco de un minuto vendrá dada 
por la fórmula (xr: 180): 60, que resulta de dividir por 60 la 
anterior, Asf, la longitud de un minuto terrestre vale (por ser 
7” Y=20000 km), (20000 :180) :60=1,851 km=1851 m. 
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Nora 1.—Al radion. ¿Cuál es el ángulo correspondiente a un 
arco igual al radio? Puesto que los ángulos son proporcionales 
a los arcos correspondientes, podemos escribir: 180 :grwa cr; 
de donde x=180 :7, que, reducido a grados, minutos y segundos, 
da 57" 17 45% (aproximado en menos de un segundo). 

Este ángulo se llama radian, y tiena una gran ventaja to. 
maárlo como unidad de ángulos, pues con esta unidad la longitud 
de un arco cualquiera tendrá la misma medida en radios que el 
ángulo correspondiente en radians. 

Nora 11.—Rectificación aproximada de la circunferencia — 
Se han ideado michas construcciones para hallar gráficamente 
un segmento de longitud aproxi. 
madamente igual a la de una 
circunferencia dada o de una de 
sus partes, Entre las más apro- 
ximadas se cuenta la que indica 
la figura debida a Kochanski. 
Trazado OD, formando 3o* con 
OC,+y determinada la intersec- 
ción D con la tangente en C, se 
lleva a partir de D (en la direc- 
ción DC) el radio tres veces con- 
secutivas, Uniendo el extremo P con Á resulta el segmento AP, 
aproximadamente igual a la semicircunferencia, 

No es posible una construcción exacta. (V. notas pág. 141.) 





: EJERCICIOS 

1.2 Un árbol tiene 4 m. de diámetro. ¿Cuántos hombres ha- 
cen falta apra abrazarlo? (Tómese 1,60 m, por cada hombre.) 

2.2 Recfprocamente: El árbol llamado Wawona existente 
en el bosque de la Mariposa (California) tiene 38 m, de períme- 
tro. ¿Cuál es su diámetro? (Ha sido perforado para dejar paso 
a una carretera.) 

3.2 Una perra chica ha ido rodando 4m. en línea recta. 
¿Cuántas vueltas ha dado? | 

4.2 El diámetro de las ruedas de una locomotora es 1,75 Tm. 
A cada vuelta corresponde un movimiento completo del émbolo. 
¿Cuántas emboladas ha tenido que dar en cada cilindro para re. 
correr una distancia de 100 km.? | 

5.2 ¿Cuántos km. por segundo recorre un punto del Ecuador 
en el movimiento de rotación de la tierra? (Recuérdese que la tie- 
rra da una vuelta sobre sí misma en veinticuatro horas.) 


Lección 24.—Area del círculo y de las figuras circulares. 


139. Area del círculo, 


Un círculo no puede descomponerse en triángulos como 
un polígono; pero puede dividirse en sectores lo suficiente- 
mente pequeños; para que parezcan triángulos basta para 
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ello dividir la circunferencia en un número muy grande de 
partes iguales y trazar los radios por los puntos de di- 
visión. 

En la figura (I) se ha dividido el círculo en 24 sectores 
iguajes, cada uno de los cuales parece un triángulo isósce- 
les, Si los cortamos y colocamos como indica la figura (ID), 
se obtiene una figura muy parecida a un paralelógramo de 
altura igual al radio y base igual a la semicircunferencia 
(puesto que el borde superior y el inferior son iguales y 
componen juntos la circunferencia entera). 

Si en lugar de dividir en 24 sectores hubiéramos traza- 
do un número par mayor (1), el parecido sería aún más no- 
table. La intuición nos dice que tomando un número par 





(1) Si fuera impar la figura (11) se parecería a un trapecio, 
aunque el resultado final sería el mismo. 
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de sectores suflcientemente grande llegaríamos a no poder 
apreciar diferencia alguna, 

Parece, pues, natural definir el área del círculo como la 
de un paralelógramo de altura igual al radio y de base 
igual a la semicircunferencia. De donde : 


El ¿rea de un círculo es tgual al producto de la lon gi- 
tud del radio por la de la stemicircunferencia, 


Como esta última vale rr, resulta para el área Á en 
cuestión el productor .r.rT=x.,"T, 


Á =mfP, 


Ejemplos ; El Area de un círculo ae radio = 1 m valdrá sim- 
plemente q. 14= 7 =3,14 m9, 

El área del círculo de la figura anterior, cuyo radio vale 12,2 
milímetros, Será = q: 13,2=3,14 + 148,84 467 mm? = 4,67 em” 
aproximadamente, 


140, Área de una corona circular. 


Si del interior de un círculo recortamos 
otro más pequefio concéntrico, obtendremos 
una figura que se llama corona circular, cu- 
ya érea será, pues, igual a la diferencia en- 
tre las áreas del círculo exterior e interior. 





Así, por ejemplo, los diárnetros exterior e interior de un real 
de cuproníquei son 25 mm y 5 mm respectivamente, de donde, 
radio mayor R:=12,5 mm, área del círe, mayor = q - 12,5, y 
análogamente, radio menor f ==2,5 mm, área correspondiente 
= q :25 : 

Área de una cara del real = q 12, — 7 :25= q [12,5) — 
— 2,5] =4%70 mm?=43,7 co? [aproximadamente]. 


Fórmula general: 2R?21— yr (R?— + 


También puede calcularse el área de la corona descom- 
poniéndola en muchas partes iguales mediante radios, 
como hemoz hecho para el circulo. Cada uua de estas par- 
tes es muy parecida a un trapecio. Como el áreas de cada 
es el producto de Ja altura por la semi- 
suma de sus bases o por la paralela me- 
dia, resulta: 





El área de la corona es el producto del espesor o dif6- 
rencia de radios, por la semisuma de las circunferencias 
exterior e interior, o bien por la circunferencia medio, ín- 
dicada en la figura. 


141. Area de un sector circular. 

Si dividimos la circunferencia en un cierto námero de 
partes iguales, también serán iguales los sectores determi- 
nados por los radios que pasan por los puntos de división, 
y el área de cada uno de ellos se obtendrá dividiendo por 
aquel número el área total del círculo. 

Así, el área de un cuadrante de círculo [sector de gu”) 
será mr: 4; el área de un sector de 60” (sexta parte) será 
mr*: Ó; eto, 

Análogamente, el área de un sector de 1* será mr? : 360 
y el de un sector de 2 grados será : 


an: 360. 
Fste mismo resultado se obtiene multiplicando la lon- 


gitod del areo: E por la mitad del radio: . Es decir : 
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El área del secior es igual al broduéto de la lomgitud 
del arco por la mitaz del | 
radio. 

Lo mismo podría dedu- 
cirse por un razonamiento 
análogo al efectuado para 
todo el círculo, como indi.- 
ca la figura. 





Ejemplo: El área de un sector de 57? en el circula de radio 1 
es, según la fórmula: 


57: 360 =0,497. 


Si la amplitud hubiese sido 5717/45" (radian) habría resulta- 
do =1/2, lo que está de acuerdo con ia regía, pues entonces sabe. 
mos que la longitud del arco es igual al radio (=1). 


El área de un sector de corona: circular, como el indi- 
cado en la figura, puede obtenerse restado las de dos sec- 
tores ordinarios, o bien multiplicando di- 
rectamente la diferencia de radios por el 
arco medio o semisuma de los arcos ex- 
tremos. 





143, Área de un segmento circular. 

Se obtiene restando del área del sector vo- 
rrespondiente, el área del triángulo formado 
por la cuerda y los radios extremos. 





Así, el segmento de-la figura en la que el radio =14 mm, Ci 
rresponde a un ángulo de 60%; restando las áreas del sector 
(=1 7: 6=7*%: 144; 6=102) y la del triángulo (cuya base =I4 
milímetros y cuya altura es la apotema del exágono.=12 mm, 
calculable según sabemos; es decir, área 6 14=834), resulta : 
área del segmento =102 — £¿=16 mm? aprozimadamente. 


Si el segmento es mayor que un semicírculo se sumará el área 
del triángulo en vez de restarla. 
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EJERCICIOS 


1,9% Calcular las Areas de nuestras monedas, 

2.2 Calcular el área de un círculo máximo terrestre, 

3 Los albañiles suelen tomar como área dei círculo los 
cuatro quintos de la del cuadrado circunscrito; es decir, restan 
del cuadrado de este diámetro, su quinta parte, ¿Cuál es el error 
cometido ? + 

4. Calcular la longitud de los arcos y el área de los secto- 
rea definidos con los siguientes dados (+ radio, a ángulo): r=473, 
a=30"; 1=3,8, a=2%70%; F=I10, 4=Yy2", 

5.2 Hallar el área de un segmento con estos datos: p=Ócm, 
450903 7=7,5m, 4=120%7 r=8m, a4=060%. 

6,2 Un estudiante propuso a un vendedor de espárragos ! 
«Pago el doble de la que me pedis por este manojo, si me de- 
játs llevar otro mayor atado con hilo de lonpitud doble.» ¿Era 
justa la propuesta? 

7 ¿Son las áreas de los círculos proporcionales u las lon- 
gitudes de las circunferencias o de los radios? 

8. Un buey atado a un árbol con una cuerda de tom. de 
longitud tarda tres días en consumir la hierba que está a su al 
rance. ¿Cuántos días tardará si se alarga la cuerda 2 m,? | 

9. La planta de una plaza de toros tiene forma de corona 
circular de diámetro 100 m. de exterior y 50 interior. ¿Cuántos 
días tarderán en hacerse las excavaciones necesarias ee ciméil. 
taria, si cada día excavan unas 3 áreas de terreno? 

10. Demostrar que el área de una corona 
es igual a la de un círculo cuyo diámetro es la 
cuerda de la circunferencia exterior tangente 
a la interior, (Y, figura.) 


NOTAS AL CAPITULO IY 
Apuntes históricos. 


La teoría de la equivalencia era perfectamente conocida de 
los griegos, y son muchos los resultados métricos expuestos en 
los Elementos de Euclides en forma de relaciones de equivalen», 
cia, En las próximas lecciones veremos la demostración euclí. 
dea del teorema de Pitágoras, que condujo por primera vez a la 
noción de cantidad y número inconmensurable, como hemos di- 
cho en la nota de la lección 2z, 
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Los numeros pitagóricos y los arpedonautas —Pitágoras y sus 
discípulos se dieron, pues, cuenta perfecta de la inconmensura- 
bilidad, y por ello se ocuparon en buscar números enteros y frac. 
cionarios que verificaran la relación e =b*+4c* descubierta por 
ellos (es decir, buscaron triángulos rectángulos de lados conmen- 
surahles), números que se llaman pitagóricos, por esta razón his- 
tórica, 

El ejemplo más sencillo de números pitagóricos es el de 3,4 
y 5 (4244 =5?), que ya conocian los egipcios. El trazado de .per- 

pendiculares en el terreno era efectua- 
do en Egipto por los arpedonautas (ex- 
tensores de hilos), que se valían de un 
cordel dividido en 12 (34+4+5) partes 
mediante nudos intermedios, y anuda- 
do por los cxtremos. Al extender el tri- 
ángulo como indica la figura, tentan 
en los catetos dos rectas perpendiculares, 'es decir, una escuadra 
que les permitía determinar la dirección E0 conocida ta NS, ekc. 

Pitágoras en sus viajes a Egipto, recogió este curioso ejem- 
plo, y se le ocurrió generalizar la relación 344*%=3? a los lados 
de otro triángulo rectángulo cualquiera, 


El problema de la cuadratura del circulo.—Se lama cuadrar 
el cfeculo, hallar un paralelógramo, rectángulo o cuadrado equi. 
valente a él, Hemos visto que la solución es inmediata si se ca- 
noce la longitud de la circunferencia, El problema equivale, pues, 
al de la rectificación de la circunterencia. 

Los griegos 5e propusieron resolverlo con la regla y el corn- 
ás, pero fracasaron de su empeño, y el mismo fracaso acompa. 
ñó a los espíritus ambiclosos de gloria que lo intentaron durante 
muchos siglos, 

A fines del siglo XIX la cuestión fué, al fin, resuelta, pero 
negativamente ; es decir, se dernostró (con los recursos de la Ma- 
temática Suparior) que no es posible construir exactamente un 
segmento de la misma longitud que una circunferencia mediante 
un número finito de uperaciones con la regla y el compás, 

Desde entonces sólo siguen empeñados en lograr la codstruc. 
ción ciertos espíritus ilusos tan falsos de conocimientos como so. 
brados de ambición, 


CAPITULO Y 


LA SEMEJANZA 


Lección 25.-—La proporcionalidad 
de segmentos. 


(INSTRUMENTO: EL COMPÁS DE RE- 
DUCCIÓN.) 


143. Ségmentos concurrentes cortados por paralelas, 


Sean AB y AB' dos segmentos de una recta y supon- 
gamos que sea 3/7 la medida de AP' tomando 4B como 
unidad, es decir, que la séptima parte 
de AB está contenida tres veces en 
AB', comó se indica en la figura, se- 
ñalando los puntos de división. Tra- 
cemos por estos puntos un sistema de 
rectas paralelas y cortémosias por otra 
secante AC que pase por A, 

Recordando lo dicho en el párra- 
fo 111 al dividir un segmento en par- 
tes iguales, resulta que el segmento 
AC, quedará dividido también en ste- 
te partes iguales y el AC* contendrá tres de ellas, de modo 
que la medida del segmento 4€' tomando el AC como uni- 
dad será también 3/7. 

Análogamente probará el alumno que la medida (3/4) 
de AB' tomando BB" como unidad es igual a la de AC' con 
la unidad CC 





144. El teorema de Thales. 
La medida de una cantidad tomando como unidad otra 
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liomogénea con ella se llamó en Aritmética razón de am- 
bas cantidades; podemos, pues, decir : 


Si se cortan los lados de un ángulo por dos rectas para- 
ielas, la razón de dos segmentos situados en un lado es 
igual a la de sus correspondientes en el otro, 


Cuando la razón de dos cantidades eualesquiera de un 
sistema es igual a la de sus correspondientes en otro, se 
dice que ambos son proporcionales; por tanto: 


Los segmentos determinados por rectas paralelas en dos 
concurrentes, son proporcionales. 


Expresaremos las proporciones del siguiente modo ; 
AB': AB=AC'¡ AC AB': BB=AC'; CC, 


Recíprocamente : Si se verifica alguna de estas propor- 
ciones las rectas BC y B'C' son. paralelas, 

Así, si construímos en el segmento AB otro AB" que 
valza sus 3/7 y análogamente en el segmento AC otro AC* 
que valga también los 3/7 de AC, los puntos obtenidos son 
loa mismos de antes y, por tanto, B'C* es paralela a BC. 


Las propiedades anteriores fueron descubiertas seis siglos an- 
tes de Jesucristo por Thales de Mileto, el cual observó todavía 
otra relación muy importante y complemento de aquéllas, 





¡A 


Tracemos por los puntos de divi- 
sión de uno de los lados AC, rectas 
paralelas al otro AB. El segmento BC 
queda así dividido en siete partes 
iguales mientras el B'C' queda divi- 
dido sólo en tres partes, que son igua- 
EA les a las de BC. La razón de BC" a 
B a c BC es, pues, también 3f7.. De modo 


¿ | vs que podemos escribir : 


AB": AB=AC': AC=B'C': EC, 


y decir: Los segmentos de paralelas comprendidos entre 
los lados de un úngulo, son proporcionales a los segmentos 
comprendidos entre el vértice y los puntos de intersección, 


OBSERYACIONES: 1.% Ei teorema de Thales es igual- 
mente aplicable a los lados del ángulo y a sus prolongacio- 
nes. Asi, observando la figura, podre- 
mos escribir también : pi pp 


AB: AB=AC':AC=B'C'¡ BC, 


2) Al escribir AB': AB, por 
ejemplo, entendemos la medida de AB' 
tomando 4B como unidad, pero como 
la razón de dos cántidades es igual al 
cociente de las medidas de ambas con 
una misma unidad, escribiremos in- 
distintamente con el mismo símbolo 
la razón de dos segmentos y el co B £ 
ciente de sus medidas. ¿ 





245. Construcción de cuartas y terceras proporcionales, 

Las sencillas relaciones de Thales tienen multitud de 
consecuencias y aplicaciones muy importantes, como va- 
mos a ver en ésta y en las próximas lecciones. Por de 
pronto, nos permiten resolver facilisimamente el siguiente 
problema : 

Dados tres segmentos a, b y c, hallar un cuarto x que 
forme con ellos la proporción ; 


a:b=c:x, 


y que se llama por esta razón cuarto proporcional. 


Basta colocar los tres segmentos dados sobre los lados 
de nn ángulo, como imdica la figura 1.* o bien la fipura 2.” 


to 
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y trazar por el extremo libre de b la paralela a la recta que 
une los extremos de a y c. 





da 57 e 4 

En virtud del teorema de Thales, el segmento x obte- 
nido en tina y otra construcción, verifica la proporción im- 
puesta. 


qn 


Cualquiera que sea la construcción efectuada (y el ángulo 
auxiliar tomado) el resultado es el mismo, porque el segmento x 
ha de tener con la unidad e la misma medida que bh con la uni- 
dad a, y, por tanto, es único, ¿Es indistinto, en cambio, el orden 
de colocación de los segmentos? 


Cuando b y c sean iguales, la condición de partida se 
convierte en : 
arb=b:x, 


y el segmento a se llama tercero hroporcional entre a y -b. 
La construcción es un caso particular de las indicadas. 

Como e, b y e pueden represetar lo mismo'segmentos 
que sus medidás (números) estas construcciones dan un 
procedimiento gráfico para resolver reglas de tres aritimé- 
ticas. 


146. El compás de reducción, 

Cuando hay que reducir o ampliar varios segmentos en 
una misma razón dada, basta construir sobre los lados de 
uñ ángulo dos segmentos a partir del vértice, que estén en 
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esta, razón, y todas las paralelas a la recta que une los ex- 
tremos, determinan, en uno y otro lado, 
pares de segmentos en la misma razón. 

Para razones sencillas, puede utilizar- 
se también el llamado compás de reduc- 
ción, que coustituye una interesante apli- 
cación de la segunda parte del teorema 
ma de Thales. 

Es un compás cuyos brazos tienen 
unas ranuras a lo largo de las cuales se 
desliza él eje de giro A. Si, cerrado el 
compás, se coloca el eje de giro en posición tal que los bra- 
zos queden divididos en una. cierta razón, por ejemplo 
AB=24B', al abrir el com- 
pás, los segmentos determái- 
nados por dos puntas y sus 
opuestas estarán en la misma 
razón; así BC será también el 
doble de B'C* y Este mitad de 
aquél. ¿Por qué? 
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o ia Variando la abertura del 
compás podremos, pues, re- 
ga A Pa ducir o ampliar en la mistma 


razón varios segmentos. 
Las ranuras llevan unas divisiones con números marca. 
dos 2, 3, 4, Z, ... que indican la colocación del eje de giro 
para obtener la reducción o ampliación correspondientes. 


EJERCICIOS 


1.2 Cortar lós lados de un ángulo por un sistema de para- 
lelas de modo que los segmentos determinados sobre aquéllas es- 
tén en la razón 2 :3. 

2,2 Construcciones de cuartas y terceras proporcionales. 

3.2 Probar que los puntos medios de las bases en un trapecio 
están alineados con el de intersección de los lados, no paralelos, 

Véanse, además, los ejercicios de la lección siguiente. 


Lección 26.—La semejanza de triánguios. 


147. Triángulos semejantes. 

En los razonamientos efectuados en la lección anterior 
para establecer el teorema de Thales, han quedado forma- 
dos dos triángulos ABC y AB'C' de tal modo que los ángu- 
los A, B, € de uno son iguhles a los 
A", B' y € del atro (por el paralelis- 
mo de las rectas BC y B'C') y los la- 
dos del uno 4B', AC' y B'C' son res- 
pectivamente los 3/7 de los lados AB, 
IC y BC del otro, es decir, son pro- 
porcionales a ellos (1). 

Dos triángulos que tengan sus ¿n- 
C gulos respectivamente iguales y los la- 
' dos proporcionales se llaman seme- 

jantes, 

Mas para poder asegurar ls semejanza de dos triángulos 
no hace falta imponer tantas condiciones, Las unas resul- 
tan de las otras, coro vamos a ver. 





B 


í : 
pa + 


148. Casos de sernejanza. 


Dados dos triángulos ABC y A,B,C,, que llamaremos 
para mayor sencillez grande y pequeño, el teorema de Tha- 
les nos permite construir sobre el grande un triángulo 0u- 
xiliar ABC" semejante a él, y que tenga un lado del pe- 
queño (AB'=A,B,) como indica la figura. Cuando cl tri- 


(1) La razón de proporcionalidad es 3/7 (véase Elementos de 
Aritmética, lección 44). 

No se olvide que las proporciones fundamentales de la lección 
anterior, párrafo 144, pueden escribirse, permutando los medios : 
AR NACISAR AC; ÁARIBE'=AR:RBC:; exe, 
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F 


ángulo auxiliar y 


el pequeño sean 
tguales, el peque- 
¡208 ño y el grande se- 
rán semejantes, 
db bi Á cada caso de 


Crigualdad entre los 

primeros corres- 
ponde, pues, un 
caso de semejan- 
za entre los útitimos, Así (1): Si los tres lados A4B,, BC, 
y CLA, de un triángulo son proporcionales a los AB, BC 
y ACT de otro, los triángulos son semejantes, 





Por ejemplo, si los lados del triángulo pequeño son 
los 3/s de los del grande, AB" valdrá los 3/5 de AB, y por 
tanto, por el teorema de Thales, 4C' los 3/5 de 4€ y B'C* 
los 3/5 de BC. Es decir, los lados del triángulo auxiliar va- 
len lo mismo que los del pequeño; estos triángulos son 
iguales, y por tanto semejantes los dados. 


Análogamente : 

Si dos ángulos de un triángulo A,B,C, son iguales a los 
de otro ABC (con lo que serán también iguales los terce- 
ros), los dos triángulos son semejantes. Pues el triángulo 
pequeño y el auxiliar tendrán entonces iguales un lado y 
los tres ángulos. 

Del mismo modo probará el alumno que : 


di dos tridngulos tienen un ángulo igual y proporcione. 
les los lados que lo forman estos triángulos son semejantes. 


La razón de proporcionalidad entre los lados de un tm- 
ángulo y de su semejante (3/5 en el ejemplo anterior) se 
Hama razón de semejanza, 


(2) Recuérdese el párrafo 43. 
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149. Semejanza de triángulos rectánguios. 
Como dos triángulos rectángulos tienen siempre igual 
A A el ángulo recto, las dos últimas pro- 
posiciones aplicadas a esta clase de tri- 

ángulos nos dicen que : 


Sit dos triángulos rectángulos tie- 
nen un ángulo agudo igual, son seme- 
jantes. 

Si dos triángulos rectángulos tie- 
nen proporcionales los dos catelos, ron 
B E semejantes, 


B, €, 


También son semejantes dos iriángulos rectángulos cuando 
iienen proporcionales un cateto y la hifolenusa, como resulta 
aplicando el razonamiento general del párrafo anteridr, y recor- 
dando el caso 4.2 de igualdad de triángulos rectángulos, 


Aplicación a la medición de alturas. 

Para medir la altura de.-un árbol, edificio, et«,, ya no tertemos 
necesidad de esperar a que la inclinación dedos rayos solares sea 
de 45%, como indicábamos en el párrafo 84. En cualquier mormnen- 
to, todos los segmentos verticales y sus sombrás horizontales son 
catetos de triángulos rectán- 
gulos semejantes, por tener 
un mismo ángulo agudo; por 
tanto, dichos catetos serán 
proporcionales. 

Así, si.le sombra de un: 
casa es diez veces más" larg: 
que la de mi bastón, la altu 
ra será también doce veces la 
Je éste, y me bastará medir 
la longitud del bastón y mul- 
*iplticarla por diez para .obte- 
ner la altura de la casa. He aquí, pues, cómo con un simple bas 
tón de longitud conocida podemos medir aproximadamente las 
alturas de los edificios. 

Veamos otra aplicación interesante de la semejanza de trián- 
gulos : 





A a AA A 
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50. El pantógrafo, 


Corta cuatro tiras iguales de cartón y marca en cada 
ana dos puntos extremos a igual distancia y otro situado 
on medio, por ejemplo a 1/3 de la distancia entre aqué- 
llos (figura a). Colócalas luego como indica la figura (b), 
atravesando mediante alfileres o chinchetas dichos puntos, 
con objeto de permitir la articulación del paralelógramo 
MENA así formado. El sencillo aparato obtenido se llama 
pantógrafo, y encierra una porción de enseñanzas y aplica- 
ciones que no puedes de momento sospechar, 





Fija el punto O en la mesa mediante otra chiucheta o 
alfiler; pasa la punta de un lápiz por los orificios A y la 
de un estilete (o de otro lápiz) por el orificio A”. Observa- 
rás que al describir el estilete un segmento 4'B", el lápiz 
describe otro AB paralelo a aquél e igual a. 1f3 del mismo 
(figura c). 


Yamo)d a explicarnos el porqué de este curioso restltado. Cb- 
serva que los triángulos OMA y_0BA' son semejantes, pues, en 
virtud de la construcción, los lados OM y MA de uno valen 1/3 
de los del otro OB y BA', y además los ángulos en M y en B 
son iguales (por el paralelismo). 

El ángulo MOA es, pues, igual al BOA?, y por tanta los tres 
puntos O, 4 y A' están alineados, y 04 vale también 1f3 de OA?, 

Como esto se verifica en toda posición del pantógralo tam- 
bién estarán E y Bf alineados con O, y OB valdrá un 1/3 de OB", 
Por tanto, en virtud del teorema de Thales, B está en la para- 
tela a A'B' por A, y el segmento AB vale también 1/3 de A%B”, 
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Análogamente, si el punto intermedio en cada tira es. 
tuviera a los 2/5, 1/4, etc., de la distancia entre los extre- 
mos, el segmento AB valdría 2/5, 1/4, ete., de A'B'. 

El pantógrafo permite, pues, obtener segmentos redu- 
cidos o ampliados en una misma zazón dada; y si el estile- 
te sigue el contorno de un triángulo, el lápiz dibujará por 
tanto el triángulo semejante a él en la razón de semejanza 
prefijada. 

Los pantógralos que se venden en el comercio suelen ser de 


madera o metal, y puede variar en ellos la escala de reducción 
colocando de múdo conveniente las articulaciones M, E, N y A. 


151. Alturas de triángulos semejantes. 

Si el estilete del pantógrato dibuja un ángulo recto, él 
lápiz dibujará otro de lados paralelos y por tanto recto 
también, es decir, si el primero traza la altuta de un trián- 
gulo, el segundo trazaré la del triángulo oa de 
donde resulta : 

Las alturas de dos iridngulos semejantes son proporcio- 
nales a los lados. 


Análogos enunciados para las bisectrices, ia 
El baricentro de un triángulo. 


Tracemos dos medianas CN y BM de un:triángulo 4BC y la 
paralela media que une sus pies M y N. 





C 


Quedan así formados dos triángulos ONM y BOC semejan- 
tes (por el teorema de Thales), 
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Como BC es el doble de NM, será también OB el doble de 
OM, y, por tanto, OM la tercera parte de BM. Del mismo modo 
NO es el tercio de NC, y análogamente para la tercera mediana, 

En resumen : Cada mediano de un irtángulo corta a las de- 
más a un lercio de distancia al pie, De donde resulta que: Las 
tres medianas de un iriángulo se cortan en un mismo punto, que 
se lama baricentro o centro de gravedad, por consideraciones 
físicas que no son de este lugar, 

Dice ta Física que un cuerpo apoyado por su centro de gro- 
vedad está en equilibrio, Compruébese en el triángulo, recortan- 
do uno de cartón y apovándolo sobre la punta del fápiz por su 
centro de gravedad, previimente determinado. 


EJERCICIOS 


1,2 La figura primera indica una aplicación del teorerma de 
Thales, o de la semejanza de triángulos, a la detereninación de 
la distancia AB entre dos lugares, cuando un ohstáculo interme- 
dio impide la medición directa. Basta medir A,B, paralelo a AB 
y multiplicario por la razón AC :A,C. 





2,2 Interesa en alguñas cuestiones (por ejemplo, para hallar 
la resultante de dos fuerzas paralelas) determinar un punto A 
que divida a un segmento dado AB en partes proporcionales a 
otros dos segmentos o números dados m y an. Las figuras 2.* y 3.* 
indican la construcción (ta 2,* coincide con la construcción que 
se da en Física para el punto «de aplicación citado, 

3.2 Generalizar la construcción de la Ggura 3.* para dividir 
un segmento en partes proporcionales a otros varios fm, n, $, .... 

4.2 Aplicar las construcciones anteriores para resolver gráfi. 
camente problemas de prorrateo. 

5.2 Mide alturas de árboles por el método de la sombra, 

6.2 Enunciar los casos de semejanza de los triángulos 15ós- 


celes, , 
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Lección 27.—La semejanza en general. 


y » A 
(INSTRUMENTO: EL PANTÓGRAFO.) __ A 


152. Definición de figuras semejantes. 


Con frecuencia se dice en lenguaje corriente que la amplia- 
ción de una fotografía es la méíxma fotografia, pero mayof; y 
más de una vez habrás oído encargar a una modista o a un di- 
bujante un adorno o un dibujo igual a otro, pero más pequeño. 

Quienes tan impropiamente hablan no son, naturalmente, 
geómetras, pero aplican instintivamente la palabra ¿¡gual para 
indicar que tienen algo de común el retrato y su ampliación, el 
dibujo y su copia reducida ; este algo se llama forma, 

La igualdad de forma recibe en Geometría el nombre de se- 
mejansa, para distinguirla de las otras clases de igualdad que ya 
conoces. Vamos a precisar mejor este concepto : 


Si con el estilete del pantógrafo construído en la lec- 
ción precedente, segul- 
mos las líneas de una 
figura cualquiera, el l4- 
piz describirá otra figu- 
ra cuyos segmentos son 
proporcionales a los co- 
rrespondientes de aqué- 
la (es decir, están en 
la misma razón, según 
vimos), y Cuyos 4ngu- 
los son tegnuales a los co- 
rrespondientes de la 
misma (por el paralelis- 
mo de los lados). Tai ocurre en la figura, en la que todos 
los segmentos de la silueta 5 valen 1/3 de los de la S', 
Vulgarmeute diríamos, al observar estas figuras, que 





q Ide 


A 


tienen la misma forma, matemáticamente diremos que son 
semejantes. Anflogamente : 

Si comparamos vartos pares de segmentos correspon- 
dientes de una fotografía y de su ampliación, obseryare- 
mos que son proporcionales, y que los áneulos correspon- 
dientes son iguales, de 
aquí pues, la sigitente 
definición general; 





«Dos figuras que tienen todos sus segmentos respec lid 
mente proporcionales y sus ángulos respectivamente igua- 
les se llaman semejantes.» 

La razón de proporcionalidad entre los segmentos de 
una y otra figura se llama rázón de semejanza. 

En rigor, basta que lodas las dés- 
tancias de una figura sean proporciona- 


les a las correspondientes en la otra 
para que exista la semejanza entre 


ellas, pues verificándose esta condición, d 3 
tres puntos cualesquiera de una figura 
y sus correspondientes en la otra formarán siempre dos triángu- 


los semejantes y, por tanto, los ángulos correspondientes serán 
truales, 
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153. Trazado de figuras semejantes, 

Para el trazado de figuras semejantes no es absoluta- 
mente indispensable disponer de un pantógrafo; la defini- 
ción permite construirlas transportando los ángulos y re- 
ductendo los segmentos por separado. 

Para construir, por ejemplo, un polígono semejante al 
ABCODE con la razón 1/2, és decir, cuyos lados sean las res- 
pectivas mitades de los del polígono en cuestión, podemos 





E 
> 
yo 
4) 
== pa 


proceder tramsportando sucesivamente los ángulos y los 
segmentos reducidos, como indica la figura, hasta cerrar el 
polígono formado. En la reducción de los segmentos se 
tendrá en cuenta lo dicho en el párrafo 146. 
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Cuando las figuras tienen líneas curvas, se utilizará de 


+ 


preferencia el pantógrafo, y en su defecto, dos papeles pre- 
viamente cuadriculados, de modo que los lados de las cua- 
drículas estén en la razón apetecida. Por ejemplo, para re- 
producir un mapa reducido a los 2/3, se pondrá encima del 
original una cúadricula, y bastará copiar sobre la otra (re- 
ducida en dicha proporción) el perfil de las costas, rlos, et- 
cétera, contando los cuadros y procurando conservar la 
Pro rioaaidad de las distancias intermedias, como indi- 
ca la figura, 


154. Levantamiento de planos. Escalas. 


La construcción de figuras semejantes, es problema de 
aplicación constante en la representación de terrenos, edi- 
ficios, y de objetos en general, que no sea posibie reprodu- 
cir a su tamaño en el papel. 

Un plano no es más que una figura semejante al terre- 
no, edificio, y levantar el plano es construir dicha figura 
semejante con una cierta razón de semejanza que se llama 
escala. 

Ast, sí la escala de un mapa de España es 1: 1.006,000 
significa que cada distancia del mapa corresponde a una 
distancia en el terreno 1,000.000 de veces mayor. Un cen- 
tímetro en el mapa representa, pues, 10 km., y si dos pue- 
blos distan'en el mapa 23 mm., distarán en realidad 23 ki- 
lómetros; etc. Los mapas y planos suelen llevar un seg- 
mento graduado en m., km,, .., de terreno, que al misino 
tiempo que indica la razón de semejanza facilita las lectu- 
ras y mediciones. Este mento graduado se suele llamar 
también escala gráfica, 

Recíprocamente: Conocida una distancia del terreno 
podremos averiguar la escala a que está dibujado el mapa, 
y construir la escala gráfica correspondiente, Por ejemplo, 
¿a qué escala está dibujado cada uno de los mapas anterio-' 
res, sabiendo que la distancia verdadera entre el cabo de 
San Vicente y el de Palos es de 735 km. ? 
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Ba los edificios, inmuebles, maquinaria, etc., los ángulos 
son correntemente rectos, lo que facilita mucho la cons- . 
trueción. Los ángulos en el terreno se miden con aparatos 
especiales, llamados teodotitos, de los que daremos tna 
idea en lecciones sucesivas, 


No es posible entrar en más detalles acerca de los levanta- 

mientos de planos, cuyo estudio entra 

de lleno en la técnica del dibujo y de 
la topografía. 

Conviene, sin embargo, que el aluni- 

ño construya planos muy senciHos, eo- 

== mo, por ejemplo, el de su habitación » 


= 
a de la clase, y también que se habite 
== 








da 


recíprocamente a lecr e interpretar en 
los planas. 

El plano adjunto representa, por 
ejemplo, una clase, a la escala indica- 
da. Díganse sus dimensiones, el ancho 
de los pupitres, de as puertas y venta- 
nas. ¿Qué distancia ha recorrido el 
profesor si ha ido vemte veces de su 
silio a la puerta?, etc, 


A a 
. 


IAN: 





II 


SU 





155. Áreas de figuras semejantes. 

Eu todas las fórmulas sobre áreas que hemos obtenido 
en el capítnlo anterior aparece un producto de dos longí- 
iudes (base y altura en el rectángulo, paralelógramo, y tri- 
ángulo; altura y paralela medía, cn el trapecio; semiperÍ- 
metro y apoterma en el poligono regular; etc.). A1 cons- 
truir, pues, un paralelógramo, triángulo, trapecio, ... se- 
mejante a otro dado, como cada una de estas dimensiones 
vendrá multiplicada por la razón de semejanza, el área re- 
sultará multiplicada por el cuedrado de dicho número. 
Así, a figura de dimensiones dobies, triples, .., correspon- 
de área cuatro, nueve, ... veces mayor; y como todo polí- 
gono puede descomponerse en triángulos resulta en def- 
nitiva: 
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La razón de las dreas de dos polígonos semejantes es el 
cuadrado de ia razón de semejanta, 


Lo mismo se verifica para las figuras de contorno cual- 
quiera, como por ejemplo, las dos figuras curvas adjuntas, 
que son semejantes en la razón 1:2, como se desprende de 
las cuadrículas. 





Si medimos el área de cada figura contando los cuadra. 
dos y partes alícuotas que contienen, hallaríamos el mismo 
número en una y en otra; pero como los cuadrados de la 
segunda figura tienen doble lado que los de la primera, su 
área será cuádruple, y, por tanto, el área de la segunda 
figura cuádruple también de lá de la primera. 


Ejemplo : El mapa de una región tiene 24,43 dm* de exten- 
sión, ¿Cuál es ja extensión verdadera de dicha comarca si el 
mapa está dibujado a escala 1: 200.000 


Será 24,43 x 200,000 dm*=9772 km, 


Nora.—En cada posición del pantógratfo el estilete y el lápiz 
están alineados con el punto fijo, Las figuras que describen 
son, pues, tales que a cada punto de una corresponde otro en la 
segunda, en Brea recta con el punto fijos y la rarón de distan. 
cias de éste a aquéllos es fija. Dos figuras que cumplan estas Ccoft- 
diciones se llaman homotéficas respecto del punto fijo en cues- 
tión. Dos figuras homotéticas son, pues, semejantes, Mas si se 
las separa de su posición recíproca, siguen siendo semejantes, 
pero dejan de ser homotéticas. 


EJERCICIOS 


1.2 ¿Cuál es la razón de semejanza entre los dos dibujós de 
la figura? 

2, En el ejercicio último de la lección 35.* hemos indicado 
el valor de algunos ángulos visuales, ¿Son 
distintos si se trata de un niño o de un 
gigante? 

3 Dibuja el plano de tu habitación 
a escala 1:100. 


4.” Compara las áreas del plano y de 
ta habitación, 

5.2 Demostrar que dos polígonos re- 
gulares de igual número de lados son semejantes, 

(De aquí puede demostrarse rigurosamente que la razón de la 
circunferencia al diámetro es un número fijo.) 


6.2 Dibujar un polígono semejante a otro con razón de se- 
mejanza 3/5, utilizando el transportador de ángulos y el compás 
de reducción (o bien reduciendo los lados como se dijo en el pá- 
rrafo 146). 

7. . Ejercitate en trazar a pulso figuras semejantes y com- 
pruébalas con el pantógrafo que te has Ene UidoS en la lección 

anterior, 


8,2 Construye dos cuadrículas que te permitan copiar mápas 
ampliados o reducidos en la razón de 3/4. | 

9 ¿Cuál será la razón de las áreas entre el mápa y $u co- 
pla obtenida con la cuadrícula anterior? 

10. Observa el plano de la ciudad fjándote en la escala, y 
calcula mediante ella la distancia entre dos puntos. Por ejemplo : 

¿Cuánto andas diariamente para ir de casa al colegio si vas dos 

veces ai día? 

11. Un taximetro de a 0,60 el km. ha marcado 3 pesetas des- 
de Atacha a la Puerta del Sol, pasando por Prado, Cibeles y Al. 
calá, ¿Marca bien el taxímetro? (Mide el. camino: en el plano.) 





Lección 28.—Relaciones métricas derivadas de la se- 
mejanza. 


Las teorías estudiadas de la proporcionalidad y de la 
semejanza permiten obtener una multitud de relaciones 
muy interesantes entre las medidas de los segmentos de 
ciertas figuras, relaciones que se llamano métricas, por esta 
razón. Estudiaremos sólo las más salientes por su senci- 
llez y por sus aplicaciones. 


156. El teorema de Euclides. 

Si trazamos la altura correspondiente a la. hipotenusa 
de un triángulo rectángulo ABC, queda dividido en dos 
ABD y ADC semejantes a él, por tener comúh con él un 
ángulo agudo, Así, el triángulo ABD es semejante ($ 149) 
al ABC por tener común el ángulo B, 





IOgO<Á<43—P pg AAA 
B Dd Pa q € 
Én esta semejanza se corresponde el cateta BD=%) de 
uno, con el BA=c de otro, y Ja hipotenysa e del primero 
con la BC=a del segundo, de manera que podremos escrl- 


bir la siguiente proporción ; 


p:c=Cia, 


— 162 — 


Cuando un segmento forma los términos medios dé una 
proporción se dice que es medio proporcional entre los tér- 
minos extremos. Ásí, e es medio proporcional entre a y b, 
Análogamente probatíamos que el cateto b es medio pro- 
porciona! entre la hipotentsa a y el segmento q=DC. 

Los segmentos $ y q se llaman respectivamente proyec- 
ciones de los catetos e y b sobre la hipotenusa; podemos, 
pues, resumir lo dicho en estos términos : 


Todo cateto de un iriéngulo rectángulo es medio pró- 
porcional entre la hipotenusa y su proyección sobre ella. 


51 suponemos ahora que a, fp y € representan las medi- 
das (números) de dichos segmentos, subsistirá la propor- 
ción ($ 144, observación 2.*); de dónde resulta ; 


dsp pa, 


Igualdad a la que puede darse la siguiente interpreta- 
ción geométrica : 


El área del cuadrado construído sobre un cateto es igual 
a la del recilángulo que tiene por lados la hiportenusa y la 
proyección de aquel cateto sobre ella. Es decir: Ambas 
figuras son equivalentes. * 


Esta equivalencia fué demostrada di- 
rectamente por Euclides del siguiente 
modo: Si tomamos como hase del tri- 
ángulo EBC (véase figura), el lado ER 
del cuadrado € construído sobre el ca- 
teto €, su albura será jgual al otro lado 
AB, de donde resulta que el cuadrado 
es de doble área que el triángulo, 

si tomamos coma base del triánguio 
ABF el lado BF del cuadrado cons. 
truído sobre la hipotenusa a, su altura 
será el segmento BD = $ (proyección 
de c), de donde, el rectángulo BFGD 
es de doble Area que el triángulo. 





== 163 — 


Pero loz dos triángulos considerados son iguales porque unv 
resulta girando el otro de un ángulo recto alrededor de B, y de 
la igualdad de estos triángulos resulta la equivalencia del rua- 
drado y del rectángulo (rayados en la figura). 


Nueva demostración del teorema de Pitágoras. 


Anéálogamente, el cuadrado construído sobre el catetu bh es 
equivalente al rectánguio DCHG. Como la suma de ambos rec- 
tángulos es el cuadrado BCOAF construido sobre la hipotenusa, 
de aquí dedujo Euclides la demostración del teorema de Pitágo- 
ras, que fué la primera que registra la Historia, 

Posteriormente se han dado más de cuarenta demostraciones 
distintas de dicho teorema, que Pitágoras descubrió sin demos- 
tración. La que nosotros hemos elegido en el texto de la lec- 
ción 22 se debe al indio Bhaskara (1150 años después de J. C.). 


157. Teorema de la altura. 

Los triángulos 4BD y ADC en que ha quedado descom- 
puesto el triángulo rectángulo dado, no sólo son semejan- 
tes d él, sino que lo son también entre sí por la misma 
razón. 

En esta semejanza a los catetos p y h de un triángulo 
corresponden respectivamen- 
te los Á y q del otro; luego, 
podremos escribir la propor- 
cián 

b:h=h:g, 


que nos dice: 





Y C 


La altura (h) correspondiente a la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo es media proporcional snire los seg- 
mentos en que divide ésta. 


138. Construcción de medias proporcionales, 

Furdándose en los anterióres teoremas podemos resol- 
ver fácilmente el siguiente problema :. 

Dados dos segmentos cualesquiera a y b hallar el seg- 
mento medio proporcional entre: ellos, * : 


+ 


Aj 
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Primera construcción.—Sobre una semi-recta llevemos 
uu segmento AC=a y a continuación uno CB=b. Descri- 
bamos una semicircunferencia con diámetro AB, y levan- 
termos la perpendicular a AB én el punto C; ésta encon- 
trará a la semicircunferencia en D (figura 1.*), y el seg- 
mento DC es el buscado. 

En efecto, DC es la altura correspondiente a la hipo- 
tenusa en ADB, triángulo rectángulo, 


Pp 2 ze 
d D 


C0. BACA 


Segunda construcción.—Sobre una semi-recta Heyemos 
AB=a, AC=b. Con diámetro AB, construyamos una se- 
micircunferencia; tracemos la perpendicular CD a AB en 
el punto C; esta perpendicular cortará a la semicircunfe- 
rencia en el punto D, El segmento AD es el segmento 
pedido. 

En efecto, AD es cateto del triángulo ADB, AB es la 
hipotenusa, y ÁC es la proyección de aquél sobre ésta. 


La cuadratura de los polígonos. 

En la lección 21 hemos aprendido a construir un triángulo 
equivalente a un polígono cualquiera, Para transformar ahora el 
triángulo obtenido en cuadrado equivalente bastará tothar como 
tado de éste la imedia proporcional entre la base del triángulo y 
la mitad de su qliura, 

La transformación de una figura en cuadrado equivalente se 
llama cuadratura de la misma, Si la figura es un paralelógramo 
o un rectángulo la cuadratura es inmediata, hallando la media 
proporcional entre la base y la altura. 

Ya. hernos hablado antenormente de la imposibilidad de lz 
cuadratura del cfrculo, mediante la regla y el compás. 
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EJERCICIOS 


1.4 Enuriciar y demostrar el teorema de la altura (157) como 
relación de equivalencia. (Y. fig. 1.2) 

¡Cuadrado CDEF = (equiv.) CDHG = DEKB = rectán- 
gulo DPQP.] 





B D C 


a,2 Demostrar que la bisectriz de un ángulo de un triángulo 
divide al lado opuesto en dos segmentos proporcionales a sus la- 
dos, Es decir (vw, fig. 2.4, DB: DO=A4H; AC. 

[Trácese CE paralela a DA y exprésese la proporcionalidad 
entre BD, DC y BA, AE, sustituyendo «1£ por su igual AC.] 

3.2 Construir cuadrados equivalentes a los rectángulos de di. 
mensiones (crm): 8 y 2:4 3,53 3,4 y 2,75 12 y 5,8. Comprohar 
por el cálculo la exactitud de las construcciones, 

4. ¿Cómo se cuadra directamente un trapecio? 

5 Cuadrar gráficamente los polígonos cuva área hemos ha- 

lado en la lección 21, 


NOTA AL CAPITULO Y 


Apunte histórico. — La noción de semejanza es tan antigua 
como el hombre. Los egipolos sabían va reproducir dibujos am- 
pliados, mediante cuadriculas semejantes (como se ha descubierto 
en la decoración de una tumba no terminada), 

Las ingeniosas mediciones de Thales, descritas en el texto, 
han inducido a atribuirle el teorema que lleya su nombre, Geó- 
metras posteriores enunciaron propiedades relativas a la semejan- 
za de triángulos; peto el que se considera como fundador de la 
teoría rigruosa de la proporcionalidad es Eudoxto (s, IV a. J. C.), 
de cuvos trabajos for. 16 Euclides su libro Y, y probablemente no 
poco del YT, 


SEGUNDA PARTE 





GEOMETRIA DEL ESPACIO 


CAPITULO VI 
POSICIONES DE RECTAS Y PLANOS 


Lección 29.—-Determinación del plano. 


159. Eli plano. Propiedad fundamental. 

En la lección primera dimos ya la noción de plano geo- 
métrico indefinido e indicamos la propiedad carácterística 
del mismo: 


Si una recta tiene dos puntos en un plano está situada 
toda ella en dicho plano. 


“Son imágenes aproximadas de superficies planas: la 
superficie libre de les aguas tranquilas, la de los espejos, 
paredes, techo, puertas, niesas, tableros, libros, etc, 


La mayor parte de los objetus planos corrientes son porciones 
de plano de forma rectangular; por esta razón, y ante la impo- 
sibilídad de representar los planos indefinidos, adoptaremos la 
representación convencional por medio de paralelógrarmos, que 
es el aspecto que tienen aproximadamente los rectángulos vistos 
en perspectiva desde cierta distancia, 


Planos 
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rbo. Determinación del plano por tres puntos. 


Si colgamos un cuadro por uno o dos puntos podremos 
moverlo; sí añadimos un tercer clavo no alineado con los 
otros dos el cuadro quedará absolutamente fijo. 


Sí apretamos un cartón o bandeja coutra uno o dos 
puntos (dedos, por ejemplo), bailará; pero el movimiento 
cesa en cuanto se apoya por otro tercer punto no alineado 
con los añteriores. 

Análogamente, una puerta o ventana está unida al 
marco por dos puntos: sus charnelas; 
y para fijar la puerta es necesario su- 
jetarla por un tercer punto (pestillo, 
cerrojo, ...) no alineado con aquéllos, 
- En todas estas experiencias reco- 
nocemos una misma propiedad geo- 
métrica del plano, que se enuncia de 
modo abstracto diciendo : 





Por uno o dos puntos pasan infini- 
tos planos, 

Por tres puntos no alineados pasa 
un solo plano. O de otro modo: Tres puntos no alineados 
determinan un plano. 





Ya no se puede dar arbitraria la posición de un cuarto pun- 
to; será preciso que lo apoyemos contra el cuadro, bandeja o 
puerta si queremos que esté en el mismo plano de los anteriores, 
como es preciso calzar en general una de las quatro patas de una 
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mesa si queremos que no baile, es decir, que jas cuatro se apo- 
yen en el suelo, 

En cambio, una mesa de tres patas no baila nunca. Por esto 
se utiliza un trifode (que quiere decir tres pies) cuando conviene 
mantener muy fija una máquina fotográfica, por ejemplo, 


161, Determinación por una recta y un punto. 

¿Por qué hemos dicho antes: tres puntos 20 alineados? 
Obsérvese una puerta con más de dos 
charnelas. Todas están alineadas y lá ) 
puerta se mueye como si imviera solo 
dos, porque cualquier plano que con- 
tenga dos charnelas contiene todas las 
demás “de lá misma recta, en virtud 
de la propiedad fundamental. Para fi- 
jar la puerta hace falta, pues, fijar 
un punto exterior a aquella recta. 

Enunciaremos estas observaciones 
diciendo : ; 

Por una recta pasan infinitos planos. 

Por uxa recta y un funto exterior no pasa más que un 
plano; o bien: Una recta y un punto exterior determinan 
pa plano. | 


162. Determinación por dos rectas. 

Al fijar una puerta por un pun- 
to A del marco superior, el plano de 
la misma pasará por dicho marco, poi 
ser éste una recta que corta a la de las 
chernelas, es decir, que tiene dos pun- 
tos en el plano, Diremos, pues : 


Hay un solo plano que pasa por 
dos rectas que se corlan; o bien: Dos 
reclas que se corian delerminan un 
plano. | 
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Los albañiles aplican esta propiedad al embaidosar los pisos. 

Colocadas dos reglas fijas de mo- 
do que sus bordes se corten, queda 
determinado un plano que pasa por 
ellos. Una regla larga, apoyada 
constantemente en aquellos bordes, 
describe el plano, en virtud dé la 
propiedad fundamental, y basta co- 
locar las baldosas de modo que no 
pierdan el contacto con la regla móvil en cuestión, 





¿Y dos rectas paralelas? La definición de rectas para- 
. 3 lelas exige que estén en un plano y 
: nó puede haber otro que las conten- 
ga en virtud de lo dicho antes. Ásí al 
cerrar una puerta fijndola por un 
punto C del marco paralelo al de las 
charnelas, todo él coincide con el pla- 
no de la puerta, Diremos, pues: 


No hay más que un plano que con- 
| tiene dos rectas paralelas; o bien: Dos 
; : rectas paralelas determinan un plano. 








163. Posiciones relativas de dos planos. 


Hemos dicho que no hay más que un pleno que pasa 
por tres puntos no altneados, es decir, que si dos planos 
tienen tres puntos comunes coinciden, 

Si solo tienen dos, toda la recta que éstos determinan 
está en uno y en otro, por la propiedad 
fundamental, luego ambos plános tiene co- 
munes los infinitos puntos de esta recta. 


Así, por ejemplo, dos hojas de un cuaderno 
se pueden considerar como dos planos que tje- 
nen. comunes los infinitos puntos del doblez, 





Esta recta comán de dos planos se Hla- 
ma intersección de ambos, o traza del uno sobre el otro 


¿Cabe que dos planos tengan un solo punto común? Si apo- 
yamos sobre la mesa la púnta de un | 
espejo parece que sólo tengan este 
punto común ambos planos”; pero eso 
es debido a que sólo consideramos 
una porción de uno y atro. Si prolon- 
gáramos otro borde del espejo hajla- 
ríamos un nuevo punto común; jue- 
go los dos planos se cortan según la 
recta que pasa por ambos, Es decir : 





Dos planos que tienen un punto común tienen una Tec- 
ta cómúrn, 


Finalmente, ¿existen planos sin punto común ? Pronto 
contestaremos afirmativamente, y llamaremos a estos pla- 
nos paralelos. E 


- 164. Posiciones relativas de una recta y un plano, y de 
dos rectas. 

Hemos dicho que si una recta tiene dos puntos en un 

plano está toda ella en dicho plano. Si no tiene más que 

un punto común cou el piano se dice que el plano y la 


mE 


recta se cortan en dicho punto, llamado intersección de 
ambos o traza de la recta sobre el plano. 

Veremos más adelante que existen también rectas y 
planos que no se cortan y que se llaman paralelos, 

Dos rectas pueden estar en un mismo plano o no. Si 
lo están, pueden cortarse o ser paralelas. Sí no lo están, se 
dice que se cruzan. Indique el alumno ejemplos en las aris- 
tes de una caja o habitación, 


ENQUELA 3: D* ¡gent 


ERTÁ 


PS ECNICA AGRICOLA. 


Lección 30.——Rectes y planos perpendiculares. 


7165. Pláno y recta perpendiculares, 

La experiencia nos dice que si el borde inferior de una 
puerta es exactamente perpendicular a la recta que con- 
tiene las charnelas, dicho borde describe un plaro durante 
el movimiento de la puerta; plano que caincide con el sue- 
lo si lá puerta está muy ajusteda al mismo. Podemos ima- 
ginar la puerta tomando todas las posiciones posibles alre- 
dedor del eje, como ocurre en las puertas giratorias de los 
cafés, oficinas; etc., y decir : 


Todas las perpendiculares a una recta por un pinto de 
ella están en un plano que se-llama perpendicular o nor- 
mal a la recta, También se dice que la recta es perpen- 
dicular o normal al plano. 


ZE 


Lo mismo se observa al apoyar como indica la. figura 
un cuaderno abierto sbbre la mesa. Todos los bordes infe- 
riores de las hojas y tapas del cuaderno, que sor perpeñ- 
diculares al lomo, coinciden a un tiempo con el planó de 
la mesa, y ditemos que el lomo y la besa son: PEpendien 
lares entre sí. 
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166. Vertical y horizontal, 


Las rectas verticales y los planos horizontales son los 
ejemplos más frecuentes de rectas y planos perpendicula- 
res que nos proporciona la observación diana. 

Se dice que una recta es vertical cuando coincide con 
la dirección de la plomada (1), y todo plano perpendicular 
a una recta vertical se llama horizontal. 

La Física enseña que el nivel libre del agua (de un ba- 
rreño, por ejemplo), cuando está en re- de 
poso, es horizontal, es decir, perpendicu- 
lar a la plomada, Esta propiedad del 
agua y de todo líquido, en general, se 
utiliza en la práctica, junto con la plo- 
meda, para colocar verticales y horizon- 
tales como indicaremos más ¿delante. 


167. Trazado del plano perpendicular a una recta, 


Para trazar el plano perpendicular a una recta por un 
punto de ella, basta trazar dos rectas perpendiculares por 
este punto, y el plano que determinan 
es (en virtud de lo dicho) el piano bus- 

cado. 


Así, par ejemplo, para colocar in estan. 
te (horizontal) apoyado perpendicularmen- 
te a una columna (vertical) basta covocar 
dos palomilias a escuadra, adosadas al 
mismo punto, y apoyar en ellas el estante. 


(1) Que es, como se sabe, un hilo del que pende un 
(con frecuencia de plomo, de donde el nombre de slomad mada). a 
bién se llama la plomada, perpendículo, de ee ha derivado el 
adjetivo perpendiculaz, 

El nombre horizontal proviene de horizonte. (La línea de ho- 
rizonte en €l mar, está en un piano horizontal.) 
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Para trazar el plano perpendicular a una recta r por un 
punto Á no hay más que trazar primero lá recta perpen- 
dicular p en el plano determinado por 
Ty A y por el pie P de dicha perpen- 
dicular trazar luego el plano perpen- 
dicular pedido, como antes, 


Asi, por ejemplo, para trazar por el pun- 
to 1 de la pared de una hubitación un e£5- 
tante normal a la esguina f, bastará 
clavar en dicha pared un listón $ perpen- 
dicutar a r, y por el punto E de la esquina obtenido colocar otro 
listón perpendicular en la segunda pared. Apoyando un tablón 
en arnbos listones se nbtendrá el estante pedido. 





Como la perpendicular $ (en el plano Ar) es única y 
ella es la qne engendra, al girar, el plano perpendicular, 
resulta que este plano es único, como en el caso anterior. 
Conviene enunciar explícitamente esta propiedad, a pesar 
de su evidencia, diciendo: 


Por un punto no se puede trazar más que un plano per- 
pendicular a una recta. 


168, Trazado de la recta perpendicular a un plano. 

Podemos colocar en muchás posiciones el lomo de un 
cuaderno, de modo que sea perpendicular al plano de la 
inesa; mas la experiencia enseña 
que el lomo queda fijo a la mesa 
en cuanto se le sujeta por un 
punto, Es decir, corroboramos 
así, de un modo grosero, este 
hecho que consideramos casi 
evidente: 


Por «un punto no se pueda  ¿ 
trazar más qe una perpendicu- 
lar a un plano. 





La demostración no es difícil: Si hubiera dos perpendicula- 
res, el plano que determinarían cortaría al dado según una recta 
perpendicular a ambas, lo cual es imposible, pues sabemos que 
en un plano ño hay más que una perpendicular a una recta por 
un punto, ( 


Un libro abierto, un biombo japonés, ... o simplemente 
dos ángulos rectos articulados por un lado común, permi- 
tirán, pues, situar perpendiculares a un plano, 





También puede efectuarse la operación con dos escua- 
dras, como indica la figura, o con una sola por tanteos, 


169. Distáancia de un punto a un plano. 

Tracemos el segmento de perpendicular AP compren- 
dida entre un punto A y un plano dados, y también los 
segmentos de diversas obli- 
cuas AM, AN, AQ, ... Es pa- 
ra todos un hecho evidente 
que el segmento 4P es me- 
nor que todos los demás, Es 
decir: 





El segmento de perpend:- 
cular desde un punto a un plano es el menor de todos los 
que unen dicho punto con otro del plano, y se llama por 
esta razón distancia del punto al plano. 
I2 
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Una mosca que quiera posarse rápidamente sobre una pared 
ro ARA seguirá sin duda instintivamente la 
> a perpendicular, sin haber estudiado 


¡QU L En 3eometría, 


o Sin embargo, los sabios no confían 
o 1 las verdades científicas al instinto de 
e + los los animales, y no te extrañará, por 
ME tanto, que procuren dar una demos- 

| tración que tú mismo puedes inven- 

ES tar observando que los segmentos 

AM, AQ, AN, de tas oblicuas, son hipotenusas de triángulos rec- 
tángulos cuyo cateto común es el segmento 4P de perpendicular. 


a 


170. Proyección ortogonal de un punta sobre un plano. 

Se latna así a la intersección o pie de la perpendicular 
trazada desde este punto al plano. 

Así la proyección ortogonal del punto Á sobre el plano 
de la figura anterjor es el punto PE, 

En rigor lo que llamamos plane o planta de una habi- 
tación, de un terreno, -etc., no es más que el dibujo a es- 
cala, de las proyecciones ortogonales de diversos puntos 
sobre un plano horizontal. | 





S Plano 


Como las proyecciones de puntos aislados no darían idea 
del cuerpo representado, se proyectan los puntos de Hneas 
notables (curvas de nivel en el terreno, añistas de una ha- 
bitación, etc.) 


Lección 31.—Los ángulos diedros y la perpendicula- 
ridad entre pianos, 


171. Angulo diedro, 

Así como dos rectas que se cortan dividen al pleno en 
cuatro regiones llamadas ángulos, dos planos que se cortah 
dividen al espacio en cua- 
tro regiones llamadas án- 
gulos diedros o simple- 
mente diedros. 

Cada uno está limitado 
por dos semiplanos llama- 
dos caras del diedro, y que 
tienen la recta común de 
intersección llamada arista, 

En una habitación co 
rriente sé observan varios diedros: Cuatro fórmados por 
cada dos paredes consecutivas; cuatro más formados por 
dichas paredes y el suelo, y otros cuatro con el techo, 





2742. Igualdad de diedros. 
Podemos materializar un diedro con una hoja de cartón 
o cartulina doblada. Si al superponer dos diedros, así ma- 
terializados, vemos que coinciden las caras de uno con las 
del otro diremos que ambos diedros son iguales, | 
Así, son iguales los diedros de uua caja de cartón y de 
su tapa. 
La coincidencia de un diedro con otro igual puede lo- 
grarse de wuchos modos invirtiendo la posición de las ca- 
ras o desiizándolas a lo largo de la arista, como indican las 


figuras. 
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Admitiremos como un hecho evidente y contprobádo 
que la igualdad es independiente de la posición elegida; es 
decir, si coinciden las caras en una posición, coinciden 
también en las demas. 





Para comparar dos diedros que no pueden 'superponerse 
ípor ejemplo, dos diedros sólidos de madera o metal) se 
puede proceder por comparación con un tercero de cartón 
uv hoja'de lata adaptado a ambos, lo que equivale a admitir 
que dos diedros iguales a un tercero son iguales entre st, 
pero es más sencillo redncir la comparación a la de dos án- 
gulos planos, como vamos a ver. 


173. Angulo rectilineo correspondiente a uh diedro. 
Tracemos por un punto de 
la arista y en cada cara de un 
diedro la recta perpendienlar 
a dicha arista, El ángulo for- 
mado por estas dos perpen- Y ESE SR 
diculares se llama rectilineo ! 
correspondiente al diedro, 
Como las dos rectas traza- 
das determinan el plano per- 


pendicular a la arista por el punto elegido, también pode- 
mos decir: 


— 181 — 


El ángulo reclilineo correspondiente a un diedro es el 
formado por las intersecciones de sus caras con un plano 
perpedicular a la arista, y por esta razón se llama también 
dicho ángulo sección recta o normal. 


Si dos diedros son iguales pódemos hacerlos' cotnci- 
dir de modo que se superpongan sus caras y los vértices 





V y V' de dos de sus secciones rectas ab y d'b', Como por 
este piuto MP” no hay más que una perpendicular a la 
arista eu cada cara, resulta que las dos secciones rectas han 
de coincidir; es dectr : 


Dos secciones rectas cualesquiera de diedros iguales son 
tguales, y en particular, todas las secciones rectas de un 
mismo diedro son iguales. 


Para comparar dos diedros basta, pues, comparar sus 
secciones rectas, y parece natural decir que un diedro es 
mayor que otro, suma de otros dos, etc., cuando se verlf- 
ca esta relación entre sus secciones rectas. 

En vez de medir directamente los diedros con un die- 
dro unidad, mediremos, pues, las secciones rectas, lo que 
es más cómodo. El alnmno dirá, pues, lo que son diedros 
suplementarios, etc. 


174. Diedros rectos. Planos perpendiculares, 
Se dice que un diedro es recto cuando lo es el ángulo 
rectilíneo correspondiente. Los otros tres diedros formados 
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por los planos de sus caras son también rectos (por serlo 
los rectilíneos correspondientes), y estos planos se llaman 
perpendiculares o normales 28- 
tre sí. 

Los diedros formados por las 
paredes de las habiteciones co- 
rrientes son rectos, y para conr- 
probarlo no tenemos más que 
observar la sección recta que se 
halla en el techo o en el suelo, 

Un ejemplo en el que se yen 
a un tiempo los cuatro diedros 
rectos formados por dos planos 
perpendiculares, lo constituyen las puertas giratorias co- 
rrientes en los cafés, como la reproducida en la figura. 

En ctialquier posición de esta puerta se observan varios: 
diedros rectos; no gólo los que 
rorman las hojas de la puerta 
entre sí, sino también los que 
éstas forman con el suelo; así, 
el diedro formado por la hoja h 
con el suelo es recto, pues el 
rectilíneo correspondiente (tor- 
mado por el eje de la puerta y 
el borde de la otra hoia ki” es 
recto. 

Es decir, el plano h es perpendicular al suelo, y lo mis: 
mo k!; y como esto ocurre en todas las posiciones de la 
puerta al girar, podemos decir: 








Todos los planos que pasan por una recta perpendicua 
tar a un blano (suelo) son perpendiculares a dicho piano. 

Por un punto se pueden irazar, pues, infinitos planos 
perpendiculares o uno dado: lodos los que pasan por la rec- 
ta perpendicular trazada por este punto. 
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175 Rectas perpendiculares a un mismo plino, 

Si el plano dado es el suelo, que supondremos horizon- 
tal, seráu perpendiculares a él los que contengan una recta 
vertical, planos que se llaman verticales. 

Para comprobar la verticalidad de una pared plana bas- 
ta, pues, colocar la plomada en un punto cualquiera del 
plano y yer si hay coincidencia. To- 
úns estas verticales, por ser perpen- 
diculares a la intersección del plano 
con el suelo, son paralelas entre sí 
($ 55); de un modo general : 


Tedas las perpendiculares a un pla- 
no son parcelas entre sí, 


Por esto toman los albañiles dos 
dos guías paralelas verticales colocades. 4 plomada para le- 
vantar paredes, pues siendo rectas paralelas verticales de- 
terminarán un plano que será vertical. 


176, Ángulo de una recta y un plano. Proyección. 

. Así como por una recta vertical pasen infinidad de pla- 
nos verticales, por una recta no vertical ro pasa más que 
| uno, determinado por 
dicha recta y una verti- 
cal por uno de sus pun- 
tos. Del mismo modo, 
por una recta no per- 
pendicular a un plano 
pasa solimente otro per- 
| pendicular a él, 

Lo traza de 2ste plano se llama proyección ortogonal 
de la recto duda sobre e1 plano. Si la recta y su proyección 
se cortan, al ángulo que forman se llama ¿egulo de la recta 
con el blano. Este ángulo recib* 21 nombre de inclinación 
de la recta ai =1 plano es horizontal. 





Lección 32 —La rotación y las simetrias, 


177. La rotación. 

En lecciones anteriores hemos considerado más de una 
vez el movimiento de una puerta con charnelas, y hemos 
dicko-que durante este movimiento permanecen fijas estas 
charnmelas y todos los puntos de la recta que las contiene, 

Todo movimiento de uñ cuerpo en el que peruianecen 
fijos todos los puntos de una recta se llama rotación o giro, 
alrededor dé de esta recta, llamada eje, 

En un movimiento de rotación todo plano que pasa por 
el eje describe un diedro que puede 
medirse por su sección recta, Ásí, 
el diedro girado por uma puerta 
puede medirse midiendo el ángulo 
plano descrito por el borde inferior 
dicha puerta. 

Si giran a la vez varios planos 
sólidamente unidos, como ocurre 
en las puertas de varias hojas, el 
ángulo diedro girado es el mismo para todos, por ser igua- 
les los ángulos rectilíneos correspondientes, Este ángulo 
común, girado por todos, se llama ángulo 
de giro. 

Durante el giro todo punto describe qa 
una circunferencia en un plano perpen- 
dicular al eje, y con centro en dicho eje, 
pues la perpendicular del punto mávijl al b Y 
eje describe un plano perpendicular y la ? 
distancia es invariable. 

Más adelante estudiaremos los cuerpos y las superficies 
engendradas durante este movimiento. 
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El teodolito es un aparato que se emplea en to- 
pografía, y sirve para medir ángulos diedros gi- 
rados alrededor del eje del aparato, Cuarido éste 
está nivelado, el eje es vertical y los diedros es- 
tán formados por planos verticales descritos por 
el anteojo, | 

Las secciones rectas de estos diedros se miden 
en un limbo horizontal con su nonius correspon- 
diente, 





178. Simetría axial. 

Si el ángulo de giro es de 180 grados, cada semiplano 
que pasa por el eje ocupará, des- 
pués del. giro, la posición del 
semiplano opuesto, y cada pun- 
to coincidirá, por tanto, con su 
siméirico respecto al eje. 

La figura y la que resuita de 
girarla 180 grados se llaman, por 
esta rarón, figuras simétricas 
respecto al eje en cuestión. 

Si una figura coincide consi- 
go misma en la simetría respecto a un eje se llama simé- 
trica respecto a dicho eje, 








Ejemplos : Existen muebles antiguos llamados «vis a vis», que 
son como dos butacas unidas por un borde, resultando una fgu- 
ra simétrica respecto al mismo. "Fambién las hélices de aeroplano 
son simétricas respecto al eje de giro. 
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179. Simetriías de orden superior, 

Hemos llamado a una figura simplemente simétrica res. 
pecto de un eje, cuando coincide consigo misma después 
de un giro de 180”, es decir, de 360*: 2 (media vuelta), 

Esta simetría recibe el nombre de binaria cuando con- 
viene distinguirla de otras clases de simetría que se consi- 
deran en Cristalografía y que tienen mucho interés para el 
reconocimiento de las formas cristalinas y, por tanto, de 
los minerales, | 

Si una figura coincide consigo misma después de un 
giro de 360*: 3 (un tercio de vuelta) alredador de un eje, 
se dice que tiene una simeirla termaría respecto a dicho eje. 

Por ejemplo, una mesa de tres patas como la indicada 
exa la figura adjunta. 





Si una fgura coincide consigo misma después de un 
giro de 360": 4 (un cuarto de vuelta), se dice que tiene 
simetría cuatermaria respecto al eje del giro, Por ejemplo 
la lámpara de cuatro brazos de la figura. 

Análogamente se define la simetría seraria, que corres 
ponde a un giro de 360%: 6 (un sexto de vuelta), y del 
mismo modo podríamos definir cuartas simetrías quisiéra- 
mos; pero sólo tienen interés en Cristalografía las indica- 
das: binaria, ternaria, cuatermaria y señaria. | 

La pántalla dibujada en ld figura constituye un ejemplo 
de simetría senaria. 
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180, Simetría respecto a un plano, 

Del mismo modo que hemos llamado simétricos respec- 
to de una recta a todo par de puntos situados en una per- 
pendicular común a distinto lado y 
a ignal distancia de dicha recta, di- h 
remos que también dos puntos son ] 
simétricos respecto a un plano cuan- 
do están situados en una misma 
perpendicular al plano, a distinto á 
lado y a igual distancia del mismo. 

Y diremos que dos figuras son simétricas respecto a un 
plano cuendo a cada punto de tina co- 
rresponde un punto simétrico en la 
ofTra. 
Una figura y la imagen que de ella 
de un espejo plano, son figuras simé- 
métricas respecto del plano del espejo. 

De un modo análogo, se dirá sim- 
plemente que una figura es simétrica 
respecto de un plano, cuando lo es de 
sí misma, es decir, cuando a todo punto de dicha figura 
corresponde otro de la misma y simétrico del anterior. 

- La simetría respecto a un plano es, de todas las sime- 
trías estudiadas, la que con más frecuencia se presenta. 








Si se observa la figura humana, la de 
un cabailo, de un perro, etc,, se reconoce 


A 1 


inmediatamente que son simétricas respecto a un plano. Esta si. 
metría que en su aspecto exterior tienen la mayor parte de los 
seres vivos es la que da la sensación de su belleza y armonía de 
líneas, y el hombre la ha reproducido instintivamente en sus crea- 
ciones, 

En efecto, las sillas, mesas, jarros, ventanales, edihoios en- 
teros, tienen casi todos ¡gual simetría, 





OSERVACIÓN.—AÁsÍí como una fgura y su simétrica res- 
pecto a un eje pueden coincidir por un movimiento, y son 
por tanto figuras iguales, dos figuras simétricas respecto a 
un plano no pueden, en general, coincidir por un movi- 
miento, y se llaman inversamente iguales. 

Nuestras dos manos son, por ejemplo, simétricas como 
nuestros pies, y, sin embargo, no se pueden cambiar de 
mano los guantes, ni los zapatos, de pie. 

Si bien, en general, no son iguales las figuras simétri- 
cas, todas las distancias, los ángulos y los diedros simétri- 
cos son iguales, lo que se reconoce en los ejemplos citados 
y puede demostrarse fácilmente. Así, por ejemplo, ¿por 
qué el sastre sólo toma las medidas de una manga ? 


Lección 33—La traslación y el paralelismo. 


181. La traslación y s6us guías. 


Al deslizar una escuadra a lo largo de una regla, decía- 
mos, en Geometría plana, que tenía un movimiento de 
traslación, con guía en dicho borde. | 

Si-apoyamos sobre ella un cuerpo cualquiera, por ejem- 
plo una caja, o mejor, si deslizamos directainente la caja 
apoyando una-de sus caras en el tablero, y uno de sus bor- 
des de la regla, es natural 
decir también que la caja 
tiene un movimiento de 
traslación y llamaremos 
guía de la misma al borde 
de la regla. 

Pero esta guía no basta 
aquí para definir la tras- 
lación de la caja, pues ha 
sido preciso dar un piano 
móvii (fondo de la caja), ' 
deslizándose sobre otro fijo (tablero) a lo largo de ella. 

En este movimiento se observa, eu primer lugar, que 
todo otro plano que pasa hor la guía se traslada también 
sobre sí mismo, como por ejemplo el plano P de la caja 
(puesto que en el movitniento permanece invariable el die- 
dro que este plano forma con el tablero). 


Resulta de aquí ($ 57) que; 





Todos los puntos del cuerpo describeñ rectas paralelas 
8 la guía, las cuales se deslizan sobre sí mismas y son, por 
consiguiente, otras tartas guías de la traslación. 
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Todo plano que pasa por una de elias se trasladará, 
pues, también, sobre sí mismo, 

Se observan, por ejemplo, varias guías y varios plenos 
que pasan por ellas, deslizándose sobre 
sí mismos, en una caja de cartón y su 
tapa. 

Para defmir la traslación baste der das 
cualesquiera de sus guías paralelas (con 
esto queda definido el plano que las con- 
tiene, que se deslizará, por tanto, sobre 
sí mismo), de lo que resulta que dos paralelas a una misma 
regía son guías de una misma traslación, y, por tanto, son 
paralelas éntre sí. 

Ejemplos: Un ascensor tiene dos guías paralelas; los 
trenes y los tranvías dos carriles; también tienen dos guías 
los cajones, y otros ejemplos dados en la lección 10. 








185. Planos paralelos. 

La definición de rectas paralelas que dimos en el plano 
(dos posiciones de una misma recta (no guía) durante la 
traslación) puede conservarse aquí (1), y definiremos aná- 
logamente como planos paralelos dos posiciones de un mir 
mo plaro durents una traslación (dando por entendido que 


(1) -Porque toda recta de esta.claserestá en un plano (deter- 
minado por ella y una guía) que se traslada sobre sí mismo, er+ 
virtud de lo dicho antes, 


no se trata de uno de los planos que se deslizañ sobre sl 
mismos). Diremos que todas estas posiciones constituyen 
un sistema de planos paralelos, 





Ejemplos ; El piso del ascensor coiucide durante la 
traslación con los del entresuelo, principal, primero, se- 
gundo, etc., y no dudamos en decír que estos pisos son 
naralelos. 

Las máquinas corrientes en los bares, para cortar lon- 
chas de jamón, imprimen a éste una traslación, y el pleno 
de ua cucbillo corta en él las caras de dichas lonchas, que 
son, por tanto, paralelas, Lo mismo ocurre én las guillotí- 
nas y sierras mecánicas. 


183. Propiedades de los planos paralelos. 

Admitiremos, cómo en el piano, que el paralelismo así 
definido es independiente de la traslación elegida, y esto 
envuelye una serie de proposiciones equivalentes, que va- 
mos a enunciar rápidamente ; 


Por un punto petenos 4 a un plano no hay más que otro 
baralelo a é¿L 

Dos planos paralelos a un tercero lo son entre sí (pues 
los tres pueden obtenerse por una misma traslación). 

Dos planos paralelos no se cortan (pues si se cortaran 
por un punto de sir intersección, se tendrían dos planos paz 
ralelos a otro del sistema). 


Si uxa recta corta q un plano, corta también a lodos 
sus paralelos (basta tomarla como guía). 

Si un plano corta a otro, coria también a todos sus pa- 
ratelos (como se ve tomando una guía conveniente en este 
plano) y las intersecciones son rectas paralelas (por ser co- 
rrespondientes en la traslación), 





Ejemplos : Al cortar con una sierra (plano secante) un 
tablero de caras paralelas, se obtienen dos bordes patale- 
los. Si el suelo y .el techo sou paralelos, lo serán .también 
las esquinas que determinan con cada pared (plano .se- 
cante). 


Resulta de lo anterior que dos pianos no paralelos se 
cortar (pues trazando por un punto 


JE de uno Q el plano paralelo P' al 


dd pl otro P, P' y Q serán distintos; lue- 
SY go Q corta a P' y, por tanto, a P). 


ho Puesto que hemos probado que 

dos planos paralelos no se cortan 
y que inversamente, dos planos no paralelos se cortan, re- 
sulta que la condición de paralelismo-es equivalente a la 
de no cortarse y podemos dar esta otra definición : 


Dos planos paralelos son dos planos que no se cortan. 


Lección 34.-—Paraléliemo de rectas y planos, 


184. Planos perpendiculares a una recta. 

Para trasladar un plano podemos elegir guías perpen- 
diculares a él (que son paralelas entre sí, según sabemos). 
Así ocurre con el piso- horizontal del ascensor, que se tras» 
lada mediante guías verticales, Los ca- 
nales o abrazaderas que aquél lleva, y 
que se. deslizan sobre las guías, están 
invariablemente unidos al platio: en 
cuestión; es decir, la perpendieulari» 
dad se conserva durante la traslación, * 
y, por: consiguiente, podemos enun» 
ciar las siguientes proposiciones ; 

St una recta es perpendicular a un 
plano, lo es a tados sus paralalas. | 

Los planos perpendiculares a una recta son paralelos 
entre sí; en particular, dos planos horizontales som pa- 
ralelos, 





195. Distancia entre dos planos paralelos. 
Durante una traslación, todos los puntos recorren seg» 
mentos iguales. 


Aaí, si dos personas suben juntas en el ascensor no du- 
daremos en decir que ambas suben la misma altura, 

Esta proposición evidente puede, sin embargo, demostrarse F6- 
duciéndola 3 su análoga en el plana, pues des puntos cualesquie- 


ra describen segmentos sobre guías paralelas y, por tanto, de una 
misma trastación plana, | 


Podemos enunciar la proposición de otro modo; 
Los segmentos de paralelas comprendidas entre planos 
paralelos son iguales, 
b3 
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Por lo tanto: Los segmentos de perpendicular común 
4 dos planos paralelos son 


Ltrt/ Ar / igwales, y su medida se llama 
HT MA distancía entre dichos pla- 

TARA 
Todas los puntos de un 


plano distan, pues, lo mismo 
del otro, es decir: Dos planos paralelos son equidistantes. 


La distancia entre dos planos horizontales-se llama también 
desnivel o diferencia de altura. Las alturas absolutas se suelen 
referir al plano horizontal del nivel del mar. 


186. Rectas paralelas a un plano. 
Se dice que una recia es paralela a un pleno cuando lo 
es a una recta cualquiera de este plano. 


Asf, el borde a de la caja de la figura es paralelo al ta- 
blero por serlo al borde inferior b, 
contenido en este tablero, 

Por un punto hay, pues, infini- 
tas rectas paralelas a un plano, y pa 
para trazar una basta trazar la pa- . 
ralela a una recta cualquiera del = 
plano. 


Todas estas paralelas están en el plano paralelo al dado 
trazado por dicho punto, y, por tanto, no cortan al plano 


dado. 
En efecto, si consideramos dos rec- 


tas del plano dado, que se cortan en Y, 

AE y sus paralelas por el punto dado P, 
la traslación que lleve Y sobre P lleva- 

rá a coincidir aquellas rectas con sus 

ES paralelas y el plano dado sobre el que 
contiene a estas últimas, Luego los dos 

planos són paralelos, Como éstos no 

pueden tener punto alguno común, tempoco lo tendrán las rectas, 


— —— - O e ar Pi see DI mk, "E — RÁ —— 
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Si un plano es horizontal, todas las rectas de exte plano 
y las paralelas a ellas se llaman también horizontales, 


187, Construcción de planos paralelos, 


No siempre se trazan en la práctica planos paralelos 
inediante una traslación como hemos indicado en las sie- 
rras y cuchillos mecánicos; así, para trazar los 94305 pa- 
ralelos de tina casa no se construye previamente el as- 
censor. 

Las propiedades estudiadas anteriormente permiten 
construir planos paralelos de varios 


modos. 
Para trazar por un punto P el LAA 


plano paralelo a otro puede proce- 


derse trazando dos paralelas a dos 

rectas del plano que se corten, y 

el plano que determinan estas rec- 

tas €s el pedido, en virtud de lo dicho en el párrafo an- 

terior. 
Los albañiles aplican esta cons- 

trucción para nivelar los planos, es 

decir, para colocarlos horizontales. 

Las dos reglas de que hablábamos 

en el parrafo 162 se nivelan, es de 

4 cir, se colocan horizontales (1), y 
" entonces podemos asegurar ta ho- 

rizontalidad del plano que determi. 

nan, por contener dos rectas hor 

zontales que se cortan (2). 

La nivelación de los aparatos de topografía es análoga, 





(1) Mediante un aparato llamado rivel, que es un tubo en- 
corvado, con agua y una burbuja de aire, que en una determi- 
nada posición indica la horizontalidad. (Véase cualquier Física,) 

(23 No se podría asegurar lo mismo si las rectas no tuvie- 
ran un punto común, ya que un plano puede tener dos rectas 
horizontales paralelas sin ser horizontal, Como, por ejemplo, 
el plano inclinado de una escalera de mano cliyos tramos son 
horizontales. 


ae 
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La nivelación de los aparatos de topografía es análoga. 
Para trazar por un punto P el plano paralelo a otro, 
también puede procederse trazando 


[NS primero la perpendicular fp, y luego 
el plano perpendicular a esta recta 


E por P. Ambos pianos serán parale- 
gp Y los por ser perpendiculares a la mis 
| ma recta (9 184). 


La. construcción del plano perpendicular a una columna, in- 
dicada en el párrafo 167, puede considerarse también como un 
ejemplo de trazado del plano paralelo al suelo por un punto, 
por intermedio de la columna pérpendicular común a ambos 
planos y. que pasa pór este punto. 


También la equidistancia sirve para construir planos 
paralelos. 


Asi, al armar varias vigas verti- 
cafes para levantar sobre ellas un 
edificio, van ya indicados, los pun- 
tos donde se asentarán las vigas de 
apoyo de cada piso, de modo que 
si estos puntos son equidistantes, 
basta colocar la planta horizontal, 
para que sean también horizontales 
los pisos, 





Ángulo de dos rectas que se cruzan, Distancia, 
El mismo razonamiento hecho en el párrafo 186 prueba que 


los ángulos de lados paralelos son iguales o suplementarios, Pa- 
rece, pues, natural llamar ángulos de dos 


rectas que se cruzan, y y s, a los formados 

AA por una de ellas r y la paralela s' a la otra 
por un punto de la primera, 

A La rectas £ y s! determinan un plano que 

PE AA es paralelo a r, por contener s'. Análoga- 

mente podemos trázar por s un plano pa- 


ralela a r. La distancia entre estos dos planos paralelos se Hama 
distancia entre r ys, 


NOTAS AL CAPITULO VI 


Ácerca de los ejercicios prácticos correspondientes a este capi- 
tulo,—En tas lecciones precedentes se han sugerido multitud de 
observaciones sobre objetos de la vida corriente y sobre sus mo- 
vimientos, para inducir de ellas ciertos enunciados abstractos 
averca de la posición relativa de rectas y planog geométricos, 

Es de extraordinario interés que el niño, iniciado en tales ob. 
servacionea, por los ejemplos citados, efectúe otras muchas por 
su cuenta en la calle, en su casa, ete., relacionándolas con las 
propiedades estudiadas, Anotará diariamente en su cuaderno ta- 
les observaciones, y éste es casi exclusivamente el único «ejercicio 
que recomendamos. 

En una palabra, procurar que el alumno aprenda a vgz en el : 
espacio, a inducir, a sentir sus propiedades, antes que deducirlas. | 
Los. razonamientos lógicos (algunos de los cuales han sido sólo 
ligeramente esbozados, con ropaje concreto) serán indicados en 
un grado de enseñanza más elevado, 


Apuntes históricos.—La mayor parte de las proposiciones ater- 
ca de las posiciones relativas de rectas y planos se hallan conte- 
nidas en el libro 11.* de los Elementos de Euclides, enunciados y 
demostrados con la tendencia logistica que caracteriza las obras 
griegas, A título de curiosidad reproducimos a continuación algu- 
nos de los entinciados en Euclides, según una de tantas versio- 
nes latinas de la antipiiedad, 

El teorema fundamental del plano, a saber: «Toda recta con 
dos puntos en Un plano está contenida por entero en él,n, enca- 
beza también el libro 11.* de Euclides y está enunciado en esta 
forma : : 

Una recta no puede estar parte en un flano, y parte en otro 
diferente. 

He aquí la proposición segunda (determinación del plano por 
dos rectas) : 

- Si dos rectas se corten una a otra, estarán en un plano, y bres 
rectas cualesquiera, que se encuentran mutuamente, están en un 


Es curiosa en Euclides la omisión del caso de rectas cruzadas, 
y, por tanto, la deficiencia que se nota en la teoría del paralelis- 
mo de rectas en el espacio; deficiencia que, como es natural, 
arrastran casi todos tas libros de Geometría de la antigiiedad. 


CAPITULO VII 
EOS POLIEDROS Y SU DESARROLLO 


Lección 35.—Los ángulos triedros y poliedros. 


138, Noción de triedro, 

Si observamos una esquina de un cajón, un rincón de 
nuestro cuarto, vemos que están formados por tres planos: 
que son dos paredes y-el fondo del cajón o suelo del cuarto. 

Cada dos de estos planos forman un diedro. La región 
del espacio limitáda por estos tres planos se llama triedro. 
Los“tres planos se llaman caras del triedro y el punto co- 
múán vértice. (La palabra triedro quiere decir tres caras.) 

De un modo general, tres planos con un solo punto co- 
mún dividen al espacio en ocho regiones, cada una de las 
cuales recibe el nombre de triedro. En las figuras se ven 
claramente los ocho triedros en cuestión. 





En rigor, cada cara del triedro es un ángulo propia- 
mente dicho, es decir, convexo. Si las tres caras son dis- 
tintas el triedro se llama escaleno; si sólo dos son iguales, 
el triedro se lama isósceles, y si las tres son iguales equi- 
látera. | 

Los triedros que observamos comúnmente en las habi- 


E] 
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taciones, cajas, etc., tienen rectos los tres diedros y las 
tres caras, y por esto se llaman trirrecióngulos (1). 


189. Propiedades fundamentales de los triedros. 

Intentemos ahora construir -triedros cualesquiera, es 
decir, que no tengan ningún diedro ni cara rectos. 

Para ello dibujemos en una cartulina tres ángulos con-* 
vexog3 consecutivos ab, ba y cd. 

- Si su suma es justamente cuatro rectos, claro es que no 
lograremos fermar triedro, pues las aris- 
tas 4 y d ya están unidas y no se forman 
tres planos, sino uno solo, 

S1 intentamos abora unir tres ángnlos 
consecutivos cuya suma sea imayor que 
cuatro rectos, al colocarlos en un plano 
se recubre más de éste, y sólo se logra 
unir las aristas libres a y d encorvando o 
doblando las caras, dé modo que la f£igu- 
ra resultante ya no és un triedro. 

La experiencia nos enseña, pues, esta 
propiedad del triedro, o sea una condi- 
ción que deben cumplir sus tres caras pa- 
ra que sea posible formarlo : 





1. La suma de las tres coras de un 
iriedro ez menor que cualro rectos. 


Veamos ahora si esta condición será suficiente, Para 
élo clijamos tres ángulos consecutivos ab, bc y cd, de 
modo que no lleguen a cubrir todo el plano, y, colocando 
el mayor (qne supondremos bc) entre los otros. dos, trate» 
mos de unir a y d doblando los ángúlos extremos alrede- 
dor de las aristas b y d. 


m Si la habitación no es de planta rectangular, el triedro 
tendrá solamente dos diedros rectos y dos caras rectas, y se llama 
birrecidugulo. 


e IÓ) —Ák 


Si se recortan ángtlos como los de la figura adjunta, 
iracasará el intento, y la figura misma dice el por qué. La 
cara bc es demasiado 
grande; es mayor 
que le suma, de las 
otras dos, porque 
reatadas ¿atas in 
sobrá tin pegueño 
ángulo ad, y pata 
unir a y dl tendríamos que entorvar la cara be. Llepamos, 
pues, a ésta otra condición que deben.cumplir las caras de 
un triedro: 





Il. La mayor. de las caras de un triedro debe ser me: 
nor que ln sume de las obras. 

Si elegimos, por fin, tres ángulos ab, be y bd, que cum- 
plan la condición 1 y también la condición II, formaremos 


E Pp 





sin dificultad el triedro, lo que prueba que estas dos con- 
diciones retinidas son suficientes para que exista (1). 


(iy Todo esto se puede demostrar reduciéndolo a proposicio. 
nes análogas en el triángulo. Pero para un libro de carácter in- 
tuitivo creemos preferible inducirlo directamente de la construc- 
ción, 

Al decir La mayor de las caras de un triedro no se quiere pre. 
suponer que sean las tres distintas, Si el triedro es isóseeles se 
considera la mayor de dos distintas, y si es equilátero, una cual- 
quiera de ellas, 
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OBSERVACIÓN. —— Suele darse a la proposición 11 otra 
forma, diciendo: 

Cada cara es menor que la suma de las otras dos y ma- 
yor que su diferencia. 


Lo probará el alumno fácelmente, como hicimos para 
los triángulos ($ 37), o bien directamente observando la 
figura anterior, 


190. Triedros directa e inversamente iguales. 

A] construir un triédro escaleno, como acabamos de in- 
dicar, podemos doblar las caras ab y cd bacia un lado o 
hacia el otro del plano de la cara bc. Si doblamos las caras 
de uno de los modos 
sobre el plano de un 
espejo, veremos re- 
flejadas en éste lás 
mismas caras dobla- 
das del otro modo, 
Es decir, los dos tria- 
dros que pueden obtenerse son simétricos y tienen sus ca- 
ras y sus diedros iguales, a pesar de lo cual no es posible 
superponerlos como serfa posible seperponer tres dedos de 
"una mano con los simétricos de la otra (1). 

Dados “dos triedros de tal modo que las caras y diedros 
del uno sean iguales a las caras y diedros del otro, diremos 
que son directamente ¿guales si pueden superponerse, e ín- 
versamente iguales si no es posible lograr la superposición. 





Un ejemplo más preciso de triedros inversamente iguales lo 
constituyen dos triedros opuestos por el vértice, es decir, tales 
que las aristas del uno son las semirrectas opuestas a las del otro, 

Por ejemplo, los triedros abc y a'b'c” de la figura, 


(1) Efectúese la comprobación construyendo los triedros. 
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Las caras ab, be, ca del uno son, respectivamente, iguales a 
las afb”, ble, eel del otro, por ser opuestas por el vértice, y lo 
propio ocurre á los diedros. Ahora bien, tratemos 
de hacerlos coincidir. Para llevar la cara a'b' s0- 
bre ab podemos llevar al sobre e y b' sobre b, 
girándolas, alrededor del vértice, en este pla. 
no; pero entonces e queda delante y c' detrás. 
En cambio, si llevamos a? sabre hb y b! sobre a, 
sólo coincidirán los dos triedros, si b"c' cae sobre 
ac, o sea, si ac=b'o'; es decir, sí ac=bc, y, 
por tanto, si el triedro es isósceles o equilátero., 
Por tanto ; 


Dos triedros escalenos opuestos por el vértice 
son inversamente iguales, 





191. Casos de igualdad de triedros 
Un triedro formado por tres caras dadas es indeforma- 


ble, es decir, su diedros son fijos; por tanto, según como se 
doblen las caras, resulta : 


Dos triedros que tienen sus caras iguales son iguales 
(directa o inversamente), 


La construcción de triedros también puede hacerse dan- 
do una cara y los dos diedros contiguos, o bien dando dos 
caras y el diedro que forman (1). Según la colocación de 
los datos se obtienen triedros superponibles o simétricos. 
Por consiguiente : 


Dos triedros que tienen iguales respectivamente dos ca- 
ras y el diedro que forman son iguales (directa o inversa- 
mente). 

Dos triedros que tienen ¿iguales respectivamente una 
cara y los diedros contiguos son iguales (directa o inversa- 
mente). 

Por último, existe un nuevo caso de igualdad que no 


(2) Imaginemos, por ejemplo, los diedros dados como dos 
patrones sólidos de madera, -sobre los que doblamos la cartulina, 
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tiene su análogo en los casos de iguaidad de triángulos y 
que no intentaremos justificar : 


Dos triedros que tienen respectivamente iguales sus 
bres diedros son ¿iguales (directa o inversamente). 


192. Ángulos poliedros. 

Todo lo dicho al pretender construir un triedro puede 
repetirse tomando más de tres ángulos consecutivos; por 
ejemplo, ab, be, ed, de y ef. Si se cumplen las condiciones 
Í y II, es decir, si la 
suma de lodos los ángu- 
los es menor que cua- 
tro rectos, y el mayor 
de todos es menor que 
la suma de los demás, 
se podrán unir los bor- 
des libres a y f, limi- 
tándose una región de 
espacio que se llama ángulo poliedro, recibiendo también 
el nombre de caras los ángulos en cuestión, de aristas las 
de los diedros formados y de vértice el común de las caras. 

Tenemos, pues, para los ángulos poliedros dos propie- 
dades fundamentales análogas a las de los tnedros; pero 
aquí octuirre que el áugulo poliedro construído se puede de. 
formar (compruébese); es decir: no basta dar las caras para 
determinarlo, de igual modo que no quedaban determina- 
dos los polígonos planos con solo dar los lados. 





Observación. —Lo dicho se refiere a los ángulos poliedros con- 
vexos, es decir, aquellos en os que el 
plano de cada cara no corta al ángulo 
poliedro, St el ángulo no es convexo, 
puede la suma de sus caras ser mayor 
o igual a cuatro rectos, como se obser- 
va al construir un filtro plegando un 
circulo de papel, como indica la figura. 





ESCUELA U. DE INGENIERIA 


ICA AGRICOLA 
TECNICA / -BADAJOXR 


Lección 36.—-Los prismas. 


193. Definiciones. 

Al hablar de la trastación, pusimos, entre otros, el 
ejemplo del movimiento de la tapa de una caja, como la 
indicada en la figura. | 

Sí consideramos sólo el movimiento del polígono supe- 
rior (o del inferior) de dicha tapa, veremos que durante 
la traslación va recorriendo la porción de espacio o clterpo 
limitado por la tapa (o por la caja). 





El cuerpo engendrado por la traslación de un polígono 
fuera de su plano, es decir, el conjunto de todas las posi- 
cionés de sus puntos, se llama en Geometría prisma; y Te- 
cibe el calificativo de triangular, cuadrangular, pentago- 
nal, exagonal, etc,, según que el polígono que lo engendra 
sea triángulo, cuadrilátero, pentágono, exágono, etc, 

Las posiciones inicial y final del polígono se llaman 
bases del prisma, que son, por tanto, polígonos tguales si- 
tuados en planos peralelos; la distancia entre éstos se lla- 
ma altura del prisma. 

Los segmentos recorridos por los vértices se llaman 
aristas laterales, para distinguirlas de las aristas o lados de 


las bases. Estos describen durante el moyimiento:las lla- 
madas caras laterales, cuyo conjunto recibe el mombre de 
superficie lateral, 

Los prismas más sencillos e importantes son aquellos en 
los que la traslación se hace perpéndicularmente al plano 
de la base, y se llaman prismas rectos. El prisma. recto tie- 
ne, por tanto, las aristas laterales perpendiculares a las 

Los prismas en los qué la tras- 
lación no es perpendicular al pla- 

no se llaman oblicuos, 

Ejemplos de prismas rectos : un lá- 
pliz exagonal sin añlar, una viga o 
tablón. Estos mismos. serán oblicuos 
o s1 se cortan por dos planos paralelos 
oblicuos. En la figura de la página anterior tenemos dos prismas 
rectos, uho exagonal y otro triangular, y un prisma oblicuo pen- 
tagonal, 





Un prisma recto se llama regular cuando lo es el polf- 
gono que lo engendra. Como por ejemplo el lápiz men- 
cionado. | 


194. Propiedades, 

Como todos los segmentos 
recorridos por los diversos 
puntos durante su traslación 
son iguales y paralelos, te- 
sulta : 


Todas las aristas laterales son iguales y paralelas; e 
¿guales también a la altura si el priema es recto. 


Como las bases son las posiciones de un mismo polígono 
durante la traslación, podemos decir? Las bases de un fris- 
ma son polígonos iguales. 


Si dos planos paralelos cortan sólo a las caras laterales 
del prisma, las secciones son polígonos 
iguales, pues pueden considerarse como 
dos posiciones de un mismo polígono du- 
rante la traslación que tiene por guías las 
aristas laterales, 

Si cortamos en particular un prisma 
oblicuo por planos perpendiculares .a di- 
| OA chas aristas se obtiene un polígono lla- 


mado sección recta o normal del prisma. 


195 Desarrollo del prisma recto, 


En un prisma recto todas las caras laterales son rectán- 
gulos de igual altura (por ser las aristas laterales perpen- 





diculares a la base). Si imaginamos, pues, de cartón las 
caras de un prisma y las extendemos sobre la mesa, apa- 
recerá una figura como la adjunta, es decir, 
formada por un conjunto de rectángulos de 
igual altura y de dos polígonos iguales cu- , A 
yos lados son precisamente las bases de | 
aquellos rectángulos; esta figura recibe el [ h ñ 
nombre de desarrollo del prisma dado. | 

Recíprocamente, si cortamos varios rec” 


tángulos unidos, de igual altura, como indi- 
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ca la figura; y unimos los bordes extremos a y E, se ob- 
tiene la superficie lateral, la cual es deformable; pero si 
también hemos recortado dos polígonos iguales cuyos la- 
dos sean las bases de aquellos rectángulos en el mismo 
orden, es fácil hacerlos coincidir con éllos, cerrando la 
figura, y resulta un prisma recto. 


196, Area lateral y total, 

Recordando la expresión del área de un rectángulo, re- 
sulta de lo anterior que: 

El área de la superfície lateral, llamada simplemente 
área lateral de un prisma recto, es igual al producto del pe- 
rímetro de la base por la medida de la “arista luteral to de 
su igual la altura). 

El área total se obtendrá sumando a la anterior las 
Áreas de las bases, que se calculan como se sabe por Geo- 
metría plana. 


197. Los paralelepípedos. Propiedades. 

Los prismas cuyas bases son paralelógramos se llaman 
paralelebípedos. Las caras laterales son también paraleló- 
gramos engendrados por la tras- 
lación de los lados de la base. 
Como éstos son dos a dos opties- 
tos e iguales, resulta : 


Las seis caras de un paralele. 
bípedo son paralelógramos ipua- 
les dos a dos. 





En la figura son iguales, por 
ejemplo, las caras AA'D'D y BP'C'C, El alumno indicará 
las otras igualdades, 

Las rectas que unen dos vértices no situados en una 
misma cara se llaman diagonales del prisma, que no deben 
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confundirse con las diagonales de las taras. Así, en la figu- 
ra son diagonales del prisma las cuatro rectas, AC”, BD", 
CA! y DB' (la BD' no dibujada). 

Se observa en la figura que todas estas diagonales se 
cortan eíá su punto medio O; llamado centro del paralele- 
pipedo. 

En efecto, cada dos de ellas son diagonales del. -paralelógramo 
determinado por dos aristas 'opuestas, Por ejemplo, AC! y CA! 


lo son del paralelógramo ACC'A”, luego se cortan en su punto 
medio, 


198. El ortoedro, 

Un prisma recto de base rectangular se llama parale- 
lepípedo rectangular, por ser un caso particular del para- 
lelepípedo. Como dos caras conti- 
guas cualesquiera son perpendicu- 
lares lo llamaremos más brevemen- 
te ortoedro, 

Ejemplos de ortoedros lo son la 
mayor parte de las cajas y habita- 
ciones corrientes. 

Un ortoedro tiene, ptes, todas 
las propiedades de los paralelepípe- 
dos, y otras propias, como por ej.: 





Todas las diagonales del ortoedra son iguales Y su cua- 
drado es igual a la suma de los cuadrados .de ¿res aristas 
concurrentes en un vértice, 


En afecto, el teorema de Pitágoras, aplicado al triángulo rec- 
tángulo de ladas sc y d, da '=35*+€*; pero *=4*+b? (como re- 
sulta del triángulo de la base); luego, sustituvenda : 


Pra be? 


Nora.—4área lateral del prisma oblicuo.—Las caran laterales 
de un prisma pblicno son paralelágramos, Si trazamos la sección 
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recta del prisma, cada una de estas caras quedará cortada por un 
segmento perperidicular a las aristas laterales, es decir: Los la- 
dos de la sección recta són las alturas de jas caras laterales, si 5e 
toman, en ellas, por bases las aristas laterales, De aquí resulta : 


El área lateral de un prisma oblicuo es igual al producto de la 
arista lateral por el ferimetro de la sección recta, 


EJERCICIOS 


1.2 Construir el modelo de un paraleleptpedo, dibujando y re- 
cortando su desarrollo en cartulina, Calcular el área. 

2,0 "El mismo ejercicio para ua ortoedro, 

3. El mismo ejercicio para un prisma recto pentagonal. 

4.” Hallar el desarrollo y áreas total y lateral de una caja de 
cerillas, 

5.2 El mismo problema para un lápiz exagonal, 

6,9 ¿Cuántos m* de plancha de hierro $e necesitarán para” 
construir un depósito recto rectangular de dimensiones : 1,50 me- 
tros largo; 0,70 ancho, y 1,20 alto? 

7.2 Calcular cuánto costará revocar una habitación de 4.20 
metros por 5,60 mm y 3,50 m de altura, sabiendo que tiene dos bal. 
cones'de 1,30 por 2,50, y Una puerta de 1,20 por 2,30, y que el 
precio por m? es de 3,50 pesetas, 

8.2 Precisa colocar una valla de 2,30 tm de altura alrededor de 
un edificio de 53 m de largo y 26 de fondo, de modo que esté se- 
parada 3 m del edificio. ¿Cuántos tablones de madera de 20 cen- 
timetros de ancho por 4 m de largó necesitaremos para cof5- 
truirla? 

9." ¿Podrías empapelar tu habitación con el papel contenido 
en esté libro? 

10. Para la encuadernación en rústica del mismo se han uti» 
lizado hojas de cartiilina de 56 cm por 80 cm. ¿Cuántas manos 
(25 hojas) de cartulina se han necesitado para la encuadernación 
de 1.000 ejemplares? ¿Cuántos m* de cartulina se han desperdi- 
ciado? (Ten en cuenta el espesor del libro, y el número de tapas 
enteras quie pueden salir por hoja.) 

11, Cuenta el humero total de caras (0), de vértices (7) y de 
aristas (a) de cada uno de los cuerpos estudiados en esta lección 

comprueba la relación. 


C+1U=64 2 
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Lección 37.—Las pirámides. 


199. Definiciones, 

Cuando se limita un ángulo poliedro por un plano que 
corta a todas lás aristas se obtienc un cuerpo que se llama 
hirámide. 

Asi, por ejemplo, las pirámides de Egipto, representa- 
das en la figura, son ángulos poliedros de piedra limita- 
dos por cuatro caras y además por el plano del suelo; por 
eso se llaman geométricamente pirámides cuadrangulares. 





Cuando el ángulo poliedro es de tres, ciñco, sels, ete- 
cétera, caras, la pirámide se llama triangular, pentagonar, 
exagonal. etc. 

La sección del ángulo poliedro que limita la pirámide 
es un polígono llamado bas, porque la pirámide suele co- 
tocarse apoyada en esta: cara, 

Las caras y aristas del £ngulo se llaman caras y aristas 
laterales de la pirámide. Las primeras son triángulos, que 
tienen común el vértice del ángulo poliedro, el cttal se 
liama también vértice de la pirámide (aunque hay otros 
vértices en la base). La distancia del vértice al plano de 
la base se llama altura. 
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200, Tetraedros, X 
Si la pirámide es triangular, todas las caras son trián- 
gúlós, y cualquiera de ellas puede tomar- 
se como base. 
Estas pirámides triangulares se lla- 
man también tetraedros, por que tienen 
cuatro caras, y ya no podemos hablar . 
del vértice sin peligro de confusión (1). 


201. Pirámides regulares. Deszarroilo. 

Se llama pirámide regular toda pirámide que tíene por 
base un poligono regular y sus aristas laterales iguales. 
Como por ejemplo las cú- 
pulas de muchos edificios, 

Las caras laterales de 
una pirámide regular son, 
pues, triángulos isósceles 
iguales. La altura de cada 
tuno de ellos sé llama apo- 
tema de la pirámide. Si 
imaginamos de cartón las 
caras de una pirámide re- 
etilar, y las extendemos 
sobre in plano, obtendremos una figura como la indicada 
en la página siguiente, y que se llama desarrollo de la pi- 
rámide. 

Rectprocamente, si recortamos una figura como ésta, 
es decir, formada por triángulos isósceles iguales unidos 
por stis lados, y un polígono regular cuyos lados sean igua- 
les a las bases de dichos triángulos, formaremos primero 
el ángulo poliedro (siempre que la suma de sus caras sea 
menor que cuatro rectos), el cual será deformable; pero 





(1 A menos de que la posición del tetraedro sea fija, como 
ocurre cor las pirámides de Egipto. 
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aplicando los bordes libres 2 los lados del poligono, que- 
dará cerrada la figura, que será tina pirámide regular, por 
tener sus aristes laterales iguales, y por base un polígono 
regular. j 





Como para construir un triángulo isósceles basta dar la 
base y uno de los lados, results de aquí que para construir 
una pirámide regular de cartulina bastará dar la arista la- 
teral y la de la base (indicando si ha de set cuadrangular, 
pentagonal, etc.), | 


-— Constrúyase como ejercicio una pirámide exagonal regular de 
6 cm, de arista y 2 cm, de lado de la base, 


302. Area lateral y total, 

Como el área de cada triánguio es la mitad del produc- 
to de la base por la altura, que es igual en todos, y la suma 
de las medidas de estas bases no es sino el perímetro del 
polígono base, bastará multiplicar la mitad de éste perÍl- 
metro por la medida de aquella altura, que es la apotema 
de la pirámide. Por lo tanto: 


El área lateral de una pirámide regular es tgual al pro- 
ducto del semiperimetro de la base por la medida de la * 
apotema. 


El área total se deduce sumando el área del polígono 
de la base, es decir, agregando el producto del mismo se- 
miperímetro por la apotema, del polígono base. 


— 213. -- 


203. Tronco de pirámide, 

Si se corta una pirámide por un plano paralelo a la 
base, queda descompuesto eu una pirámide y un cuerpo 
llamado tronco de pirámide 
de bases paralelas, La opera- 
ción se llama ¿runcar la pirá- 
mide, 

Como las secciones de pla- 
nos paralelos en un mismo 
plano secante son rectas pa- 
ralelas, las caras laterales del 
tronco son cuadriláteros con 
dos lados paralelos, es decir, 
trapecios, | 

Si la pirámide es regular, estos trapecios son isósceles 
e iguales. La altura comán de todos ellos se lama apotema 
del tronco. 

El desarrollo es, pues, análogo al de la pirámide, for- 
mado por trapecios en vez de triángulos. 

Como el área de cada trapecio es el producto de la se- 
misuma de sus bases por la altura, resulta ; 





El área del tronco de pirámide regular es el producto 
de la semisuma de perímetros de las bases por la medida 
de la apotema. 


doy. Semejanza de las bases de un tronco. 

Se observa enseguida que las 
bases úe un tronco cualquiera, re- 
gular o no, son polígonos seme- 
jantes. Vamos a demostrarlo y a 
hallar la razón de semejanza, 

En cada una de las caras de la 
pirámide truncada hemos formado 
dos triángulos semejantes por el 
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teorema de Thales, También son semejantes los triángu- 
los VEH y VE'H' formados en el plano de una arista y 
la altura (véase Égura). 

De aquí resulta la siguiente serie de proporciones : 


AB: A'B'=VB:VB'=BC: ¿BO=VC:VC = 
? co VE:VE'=VHB: VB". 


Es decir, las bases del tronco son dos polígonos de án- 
gulos respectivamente iguales -(por el paralelismo de los 
lados) y de lados proporcionales, y la razón de proporcio- 
nalidad es la misma que existe entre las aristas y entre las 
alturas de las pirámides grande y pequeña, De otra modo : 


Las secciones producidas en in ángulo poliedro por dos 
planos paralelos cualesquiera son semejantes, y la razón de 
semejanza es la tazón de distancias del vértice a los dos 
planos. Las áreas de estos polígonos son, pues, próporcio- 
nales a los cuadrados de estas distancias. 


De un moda general: Las 
secciones producidas por dos 
Planos paralelos en un con- 
junto cualquiera de rectas que 
pasen por un funto (radia- 
ción de rectas) son figuras se- 
mejantes. Por ejemplo, la fo- 
tografía o dibujo del cinermia- 
tógrafto o linterna y su pro 
yección en la pantalla, 





EJERCICIOS 


1.2 Construir una pirámide regular de cartulina, recortando 
su desarrollo, como se ha indicado, y calcular su Área, 

2.2 El mismo problema para un tronco de pirámide regular. 

3.2 Calcular los m* necesarios de uralita para techar una cú- 
pula exagonal de lado de la base=3m, y de altura to m, (Como 
los datos son la altura y el radio de la base, deberá ralcuiarse la 
apotema aplicando dos veces el teorema de Pitágoras.) 


Lección 38.—Los poliedros regulares. 


205. Definición, 

Los prismas y pirámides son poltedros, es decir, cuer- 
dos limitados por polígonos planos llamados caras. Hay . 
otros poliedros interesantes y especialmente aquellos cuyas 
caras son poligonos regulares e iguales; tales poliedros. 5e 
llaman regulares, 


206, El tetraedro regular, 


Construyamos, como acabamos de explicar en la lec- 
ción anterior, una pirámide triangular cuyas caras latera- 


1% 
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les y la base sean triángulos equiláteros iguales, para lo 
cual se recortarán y unirán como indica la figura. 

Este poliedro se llama tetracdro regular; en efecto, es 
tetraedro por tener cuatro caras, y es regular por ser éstas 
triángulos equiláteros iguales, 


207. El cubo o exaedro regular, 


Constrnyamos, como se indicó en el párrafo 195, un 
prisma recto de bases cuadradas y cuyas caras laterales sean 
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también cuadrados iguales a las bases (es decir, un ortoe- 
dro de aristas iguales). 
Ia construcción está indicada en la figura, 





Este poliedro es regular por tener iguales y regulares 
todas sus caras, y se llama exaedro por ser éstas en núme- 
ro de seis. Hemos obtenido,. pues, el exaedro regular, lla- 
mado más brevemente cubo. . 


308. El octaedro regular, 


Construyamos cuatro triángulos equiláteros iguales, 
dispuestos como indica la figura, y formemos con ellos una 





pirámide cuadrangular ABCDE de base cuadrada; si se 
forma otra igual y se unen ambas por sus bases, resulta: 
un poliedro de ocho caras que son ¡triángulos equiláteros 
iguales, es decir, un octaedro regular. 


Aún pueden construirse otros dos poliedros regulares, 


209. Él dodescaedro regular. 

51 recortamos la figura formada por seis pentágonos regula. 
res iguales y se doblan jas cincó caras que circundan a) pentá- 
gono central, hasta que coincidan los vértices designados por la 
misa letra, se forma un casquete de contorno quebrado en que 
los ángulos entrantes son iguales a los salientes, 

Construido otro casquete exactamente igual, se observa que 
ambos contornos pueden hacerse coincidir, ajustando los ángu- 
los salientes de uno con los entrantes del otro, y el poliedra for- 
mado por los 12 pentágonos iguales es regular, y se llama por 
esta razón dodecaedro regular. 
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axo, El icossedro regular. 

Recortando la red de 20 triángulos equiláteros iguales dibu- 
jada en la figura y soldando los bordes designados por AB, se 
forma un anillo, como se indica, y doblando jos triángulos supe- 


VAVAvA 
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riorés hasta cerrar una pirámide pentagonal y lo mismo los de 
abajo, se forma un poliedro que es regular par tener sus caras 
regulares e iguales ; es decir, se obtiene el icosaedro regular, 






Nota. —AÁsl como hay polígonos regulares de tantos lados 
como se quiera, no acontece lo mismo con los poliedros regula. 
res, Se desmuestra sin dificultad que mo es posible la existencia 
de más poliedros regulares que los cinco estudiados : tetratdro, 
excedro, octagdro, dodecaedro e icosaedro, 

Omitimos la demostración por ser de interés exclusivamente 
teórico. 


+ 
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211, Cálculo del área de un poliedro regular, 


No puede ser más sencillo, Sé calcula el área de una 
cara, como se sabe por Geometría plana, y se multiplica 
por el número de ellas, 

Así, por ejemplo, vamos a calcular el área de un oc- 
taedro regular de arista ipual a 3 cm. 

Cada cara es un triángulo equilátero de.3 cm. de lado; 


para calcular sú área necesitamos la altura, la 
ZN cual se obtiene. fácilmente por el teorema de 


Pitágoras ($ 130). Se tendrá, en efecto, 


altura = Y 3— 1,5" = Y 6,75 = 2,6 cm. 


De donde área de cada cara = 1f2., 3. 4,6=3,9 cm”; y por 
consiguiente, área del octaedro = 8, 3,9=31,3 cm” apro- 
ximadamente. 


EJERCICIOS 


1.9, Construir modelos de cartulina de los o poltedros 
regulares, como se indica en esta lección. 

2.2 Calcular sus áreas, | 

3.2 Encontrar, con el modelo a la vista, los planos y lor ejes 
de simetría, no.sólo binaria, sino también de arden sapenos de 
cada uno de estos cuerpos. 

Así, por ejemplo, el tetraedro regular tiene 4 ejes de simetria 
ternaria (que sori las perpediculares desde cada vértice a la cara 
opuesta) y 6 planos de simetria (determinados por cada arista y 
el punto medio. de la opuesta), 

El tubo tiene 7 ejes de simetrla cualernaria (que unen los 
centros de las caras opuestas) 6 de simetria binaria (que unan dos 
puntos medios de las aristas opuestas) y 4 de simetria ternaria 
(que unen vértices opuestos): Tiene y planos de simetiria: 6 que 
contienen aristas opuestas y 9 perpendiculares á ellas en los pun- 
tos medios, Etc, 

4. Cuenta el número c de caras, y de vértices y a de aristas 
de estos poliedros y comprueba que se verifica :la relación 


¿+v=4+24, 
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NOTAS AL CAPITULO VIH 


El teorema de Euler —El alumno habrá comprobado, en todos 
los poliedros estudiados, que se verifica constantemente la misma 
relación entre el número de caras c, el de vértices y y el de aris- 
tas a, 

¿EFD a+2 


Esta relación es-característica de una clase de poliedros, Ha- 
mados emertanos, que comprende a todos los convexos (es decir, 
aquellos cuyas caras están en planos que no cortan al poliedro) 
y en particular a los poliedros estudiados en las lecciones prece- 
dentes, 

El profesor cuidará de dar la demostración, como ejercicio 
de razonamiento lógico, para los alumnos aventajados, si lo juz- 
ga conveniente, 


Apuntes históricos.—Los nombres de cubo, exacedro, tetrae- 
dro, prima, pirámide, etc., son de origen griego. En particular 
ya hemos dicho que diedro, iriedro, etc., significa dos caras, 
tres caras, etc.; el nombre de prisma proviene, al parecer, del 
nombre que en griego daban a la operación de serrar; pirámide 
parece provenir de pira, recordando tal vez la forma de tas piras 
de fuego, 

. El teorema de Euler se llama así porque este famoso mate- 
mático lo descubrió y dió a conocer (en 1752), Posteriormente se 
ha visto que Descartes comocía ya esta relación, un siglo antes, 
sin que Euler tuviera noticia de ello por haber quedado inédita. 

Los cinco potiedros regulares eran ya conocidos de la antiquí. 
sima escuela pitagórica, o sea en el siglo Vil a. de J. €. Proba- 
blemente Pitágoras importó de Egípto, por decirlo ast, el cuba, 
el octaedro y el tetraedro; los otros dos se descubrieron en 5u 
escuela, El último descubierto fué el dodecaedro. La escuela pi- 
tagórica atriboyá extraordinaria importancia metafísica a Loles 
cuerpos, creyendo que el exaedro, octaedro, tetraedro e icosaridro 
eran la forma adoptada por las partículas de los elementos fun. 
damentales ; Tierra, aire, fuego y agua, El descubrimiento de 
un quinto poliedro regular desconcertá algo tan singular teoría, 


CAPITULO VIimmn 


LAS SUPERFICIES Y LOS CUERPOS DE 
REVOLUCION 


rs 


Lección 39-—El cilindro de revolución 


212. Superficies y cuerpos de revolución. 

Hemos visto repetidos ejemplos. -de superficies engen» 
dradas por el movimiento de líneas, y de cuerpos engen- 
drados por-el movimiento de porciones de superficie, Así, 
la traslación de un polígono fuera de su plano engendra 
un prisma, mmentras su contorno engendra la steperficie la- 
teral. La rotación de una recta alrededor de un eje per- 
pendicular a ella engendra un plano perpendicular a di- 
cho eje, 


Vamos a estudiar ahora otras superficies engendrados 


por la rotación de lUneas, las cuales reciben el nombre ge- 
neral de superficies de revolución, Mdamándose también 
cuerpos de revolución los engeudrados por la rotación de 
figuras superficiales. 

La línea que al pirar engendra una superficie de revo- 
lución se llama generatriz de dicha superficie. Cada punto 
de ella describe en la rotación una circunferencia situada 
en un blano perpendicular al eje (segúán vimos en el párra- 
to 177); estas circunferencias se llaman paralelos de la sn- 
perficie y pueden considerarse como secciones proáncidas 
en la superficie por planos perpendiculares al eje de piro, 
también llamado eje de la superficie. 

Se llamán meridianos todas las secciones de la superficie 
producidas por planos que pasan par el eje, 
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Al girar un meridiano pasa a coincidir con todos los 
demás; es decir: Todos los meridianos de una superficie 
de revolución son iguales. 





Ejemplos de superficies y cuerpos de revolución : Las patas 
redondas de las mesas, las jarras y botellas, las columnas, ete,, 
como das indicadas en las figuras, 


313. El torno. 


La construcción de superficies y cuerpos de revolución 
no suele hacerse en la práctica girando la generatriz, lo 
que sería engorroso, sino que se procede al revés, es de- 
cir, se fija la generatríz, que en general es una herramien- 
ta dura y de agudo filo, y se gira una masa menos dira 
doude aquella labra la superficie apetecida. 

- Todo aparato que sirve para engendrar cuerpos de re- 
volución, mediante la rotación de una mesa que se moldea 
a voluntad con una generateiz arbitraria, se llama torno, 





La figura a representa un torno de cafpintero, con el que se 
labran las patas, las columnas de los muebles y, en general, to- 
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dos los objetos redondos ; 'el instrumento utilizado es la gubia, 
temibiéri indicada en la figura. Los tornos para labrar piezas de 
metal son parecidos, 

La figura ó representa el tornu de alfarero, con el que se-mol- 
dean los vasos y vasijas de loza, barro, etc. Como se ve, el eje 
es ¿quí vertical, y, colocada la masa sobre el tablero giratorio, 
las mismas manos del operador son las que labran la superficie, 


a14. El cilindro de revolución. 


La superficie ebgendrada por la rotación de una recta 
paralela al eje se llama super- 
ficie cilindrica de revolución, 


Ejemplos: La superficie engeh- 
drada por el borde de ima puertá 
paralein al eje, Parte de esta. super- 
ficie está materializada en las puer- 
tas giratorias, tantas veces citadas, 
Los tubos de cartón, metal, etc., co- 
rrientes en el comertio e industria. 





La superficie cilíndrica es, en rigof, ilimitada por serlo 
la recta generatriz; si queremos limitar con ella un cuet- 
po, es preciso trazar otras sú- 
perficiea, Si trazamos dos pla- 
nos perpendiculares al eje, el 
cuerpo asf limitado se lama 
cilindro de revolución, de- 
signado algunas veces con £l 
calificativo de recto para dis- 
tinguirlo del cilindro oblicuo 
qué se obtiene limitando la 
superficie cilíndrica por dos planos también paralelos, pero 
ño perpendiculares al'eje. La distancia entre ambos planos 
se llama en uno y otro caso altura del cilindro. 

Las figuras planas que limitan el cilindro en cuestión se 
lHlaman bases del mismo. 





a de cilindros de revolución : un lápiz redondo sin añ- 
, las monedas, las fichas del 
ps de damas, las latas co- 
rrientes de conservas, AS 
Un salchichón cortado oblicua- a cam 
mente da una imagen, aunque ER die 


ME il 
grosera, de un cilindro oblicuo, sl PE 





El cilindro de revolución se llama así porque puede, en 
efecto, ser engendrado por la rotación de“un rectángulo 
con un lado en el eje. Así, al girar el rectángulo ABCD de 
la figura, se engendrará el cilindro, y mientras el lado CD 
paralelo al eje describe una porción de superficie cilíndri- 
ca llamada superficie lateral del cilindro, los lados DÁ y 
CB, perpendiculares, describirán los circulos bases, 

La generatriz CD de un cilindro de revolución es, pues, 
igual a la altura. El radio y el diámetro de las bases se Ha. 
mean también radio y diámetro del cilindro. 


Una puerta es un rectángulo giratorio; el espacio que barre 
al dar una vuelta completa es, pues, un cilindro. 

También puede engendrarse un cilindro trasladando una de 
las bases en dirección del eje hasta coincidir con la otra. Así se 
cortan los cilindros en las máquinas de troquelar moneda, por 
ejemplo. 


a15. Desarrollo y área del cilindro, 





PUDUELA UV. 07 via 


¿TER PS an 


0d yl-", 


47 I 
Arale da, 


Si arrollamos un papel sobre la superficie lateral de un 
cilindro de revolución (por ejemplo, de una lata de con- 
servas) y lo extendemos luego sobre el piano, aparecerá 
un rectángulo (como indica la figura), llamado desagrollo 
de la superficie lateral, 

La base de este rectángulo es la PE de la 
base del cilindro, y la altura es igual a la generátriz o al- 
tura del cilindro, 

Recfprocamente, si se corta un rectángulo de hoja de 
lata o de papel y se unen dos hordes extremos, obtendre- 

mos mine superficie que podrá ajustarse a 
dos circulos de perímetro igual a la basé de 
a 
1 de 
arrollo total del cilindro.. 
Se llama ¿rea laterai del cilindro a la del 
desarrollo de la superficie lateral. Corro éste es un rectán- 


aquel rectángulo, completando el cilindro, 

como indica la figura, Así $e construyen las 
gulo, su área es el producto de su base por su altura, es 
decir: 





latas en cuestión, uniendo los bordes men- 
cionados por soldadura. 

La figura constituida por el rectángulo y 
los dos círculos de las bases se llhma des- 





==> 


El área lateral del cilindro de revolución es el producto 
del perímetro de su base por su altura. 


La regía, es, pues, la misma que para el prisma recto. 
Como el perímetro o circunferencia de la base vale 2xr, 
podemos escribir la siguiente fórmula, llamando a a la 
altura; 

Área lateral = 2n7a. 


El área total es la del desarrollo total, y se obtiene, 
por lo tanto, añadiendo a la anterior las áreas de los dos 
círculos bases. 
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EJERCICIOS 


1,2 Indicar ejemplos de cuerpos de revolución. 

2,” Construir el modelo de un cilindro recto, recortando pre- 
viamente el desarrollo en cartulina. 

3.” Calcular el área del cilindro anterior, 

4." Calcúlese el área lateral de un lápiz redondo. 

5. Calcúlese el área fateral y total de las diferentes mone- 
dae de nuestro sistema. 

6.2 Una caja de sombreros tiene forma de cilindro de 50 cin, 
de diámetro y qo cm, de altura, ¿Qué tamaño de hoja de cartón 
deberíamos pedir para construir la caja y su tapa, dejando para 
los dobleces bordes de 3 cm, de ancho? 

7,2 El ruedo de una plaza de toros tiene 43 m, de diámetro, 
¿Cuánto costará pintar la barrera si tiene 1,50 m. de alto y el 
ira por m* de pintura es 1,75 pesetas? 

¿Qué extensión de papel es necesaria para empaquetar 
Pa pesetas en calderilla en perras gordas, agrupadas en cartu- 
¡chos de a duro, suponiendo que se dan dos vueltas y la longitud 
de papel sobrante por cada extremo es igual al diámetro? 

9.2 Una cinta de espesor 4 em, envuelve una caja cilíndri- 
drica de to cm, de diámetro. ¿Cuántos em? de cmta hemos de 
añadir para circundar una caja de diámetro 6 ém. mayor, 0, lo 
que es lo mismo, para que la cinta se separe 3 cm. de la caja 
primera ? 

to. Supóngase una cinta de 4 cm, de espesor, envolviendo 
ei Ecuador, y pegada a la tierra supuesta exactamente esférica. 
¿Cuántos era? de cinta harta falta añadir para que la cinta se se- 
parara 3 cm, de la tierra? (Parece que hayan de ser muchos más 
que en el ejercicio anterior, Compruébese por cálculo que no 
es así. 

a Para el costo del cofreniaado de alambres interesa el 
área lateral, Calcúlese ésta para una pieza de alambre de 100 rn, 
de longitud por 5 mm, de diámetro, 

Si el galvanizado se hace sin extender el alambre, el costo es 
el mismo; es decir: el drea lateral de un alambre recio o lor- 
cido es la misma, y se obtiene multiplicando el perímetro de la. 
sección normal al eje por la longitud de dicho-eje. 


Lección 40.—El cono de revolución, 


216, Superficie cónica y cono. 


. La superficie engendrada por la rotación de una semí- 
rrecta con el origen en el-eje de giro y no perpendicular a 
él, se Jlima ¿uperficie cónica de revolución, la cual es ili- 
mitada; pero sÍ se corta por un plano perpendicular al eje 





queda limitado un cuerpo Jlamado .cono de revolución, 
pues puede éngendrarse por el giro'de un triángulo rectán. : 
gulo con un cateto en el eje, como el 4B€ de la figura, 

La hipotenusa AC (véase figura) es la llamada genera- 
triz, y la porción de' superficie cónica que engendra se 
llama superficie lateral del coño, El cateto BC engendra un 
círculo ¡sitúado en el plano perpendienlar al eje, círculo 
que se llama base del cono. Por último, el cateto fijo AB 
mide la distancia del punto 4, Hamado vértice, a la nd 
y se llama altura. 


Ejemplos de superficies cónicas y conos : los embudos, filtros, 
pantallas, etc, 


217. Desarrollo y área del cono, 

Si arrollamos un papel en la superficie lateral de un 
cono, de modo que la cubra por completo una sola yez, y 
lo extendemos luego sobre la mesa, obtendremos un sector 
circular cuyo radio.es precisamente la generatriz del cono 
y cuyo arco tiene la misma longitud que la circunferencia 
de la base, con la que antes coincidía. 

Este sector circular tiene ángulo. mayor o menor según 


9 





la forma del cono (1), y se llama desarrollo lateral, Si se 
añade el círculo de la base se obtiene el desarrollo total, 
como indica la figura. 

Recfprocamente, para construir una pantalla, un em- 
budo, €etc., recortamos un 
sector circular de papel u 
hoja: de lata y unimos sus 
bordes, obtenienda una su- 
perficie que tendrá forma 
exactamente tónica si solda- 
mos el borde libre a una cir- 
cunferencia rígida de la misma longitud. Si ésta pertenece 
a un círculo se cierra el cono, como indica la figura, 

Se llama área lateral del cono a la del desarrollo late- 
ral, y como el área de ún sector circular es la mitad del 
producto de la medida del arco por el radio, resulta : 





(1) Véase nota I al final de la lección 
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El área lateral de un cono es la mitad del producto del 
perímetro de la base por la generatris. 


Fórmula (r radio, g generatriz) : 


Área lateral = -- 27TE = ATTE. 


218, El tronco de cono. 


Si se corta un cono por un plano paralelo a la base'que- 
da dividido en dos partes: otro cono más pequeño, y un 
cuerpo llamado troico de: cono, limitado por una porción 
de superficie cónica, llamada superficio lateral del tronco, 
y dos círculos llamados bases. La distancia exrttre los pla- 
nos de éstas se lama altura, La sección producida por un 
plano equidistante de las bases se llama base media, 

La porción de generatriz comprendida entre ambas ba- 
ses se llama generatriz del tronco. 





Ejemplos de troncos de cono: los barreños y cubos como los 
de la figura, los vasos corrientes,. cacharras, tiestos, ete. Falta 
en ellos, naturalmente, una base del coño. Pero con ellos pueden 
moldearse troncos de cono sólidos con las dos bases; así, la tie- 
rra de un tiesto, la forma de un flán, etc. 


Como la superficie lateral del tronco resulta de quitar 
la del cono chico de la del grande, el desarrollo lateral será 
dientes, es decir, un sector de corona circular, cuya Área 
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puede obtenerse restando las áreas de aquellos sectores, u 
bien multiplicando el arco 
SN medio por la diferencia de ra- 
> É dios; es decir : 


El área lateral de un tron- 
co de cono es el producto de 
la circunferencia de la base 
media por la generatriz, O 
bien, la semisuma de las circunferencias bases por la ge- 
neratriz, 





El Área total se obtiene sumando a la anterior las áreas 
de los círculos bases, 


Noza 1.-—Obsérvese que al desarrollar la superficie lateral de 
un cono resulta siempre un sector de ángulo menor que 360 gra- 
dos. Vamos a explicarnos el por qué y a calcular este ángulo. 

Sea r el radio de la base y £ la generatriz, es decir, el ratlic 
del desarrollo, Si éste ocupara todo un ángulo completo, la lon- 
gitud del arco sería 27 £; para el ángulo nn aue buscamos, la 
longitud de este arco es 2 pr, luego podemos establecer la propor- 
ción entre ángulos y arcos correspondientes : 

n ar r 


daria 


360 23% Kg 





de la que resulta 


n= 300 


que siempre es menor que 360 grados, por serr<Z gg. 

Nota I1.-—Para algunas cuestiones que pronto estudiaremos es 
interesante resciver el siguiente prablema : 

Hallar un cudindro de igual 
altura y dréa lateral que un 
cono o tronco de cono dado, 

He aquí la solución: El 
radio que debe darse al cilim. 
dro es la medatriz del cono o 
tronco de cono; es decir, el 
segmento de mediatriz corres- 





pondiente á la generatriz y comprendido entre ésta y el eje, (El 
segmento MN de la figura.) La demostración es muy sencilla : 


Área lateral del tronco: circ, media x generatriz==2 7: MP - AB 
idem id. del cilindro: circ, base x altura=2 q: MN - AC 


Pero como los triángulos ABC y MNP son semejantes por 
ser rectángulos y tener un ángulo agudo igual (por lados perpen- 
diculares, párrafo 61), se tiene :. 


AB: AC=MN : MP; 


de donde, el producto de extremos MP. AB es igual al producto 
de medios MN - AC; es decir, 21» MP - ÁB=2 q+ MN - AC, que 
es' la igualdad de áreas que nos proponfamos demostrar, —. 

. La demostración para el cono es la misma; basta suponer 
que la base superior se reduce a un punto. 


EJERCICIOS 


1,2 Cuánto pesa una pantalla cónica de hoja de Tata, de diá. 
metro de 30 cm. y altura 10 cm., si el peso de un m* es 3,25 Lg. ? 
(dedúxcase la generatriz). > 

2.2 ¿Cuál es la amplitud del sector del desarrollo? 

3. Con un sector de 270% y radio == 10 cm. se ha construido 
un cono. ¿Cuáj es su altura y el diámetro de la base? 

4.2 Obsérvese cómo se hacen los filtros cónicos en los labo- 
'ratorios, doblando dos veces un círculo de papel, (La superficie 
cónica queda formada por un cuadrante liso y otros tres super- 
puestos.) ¿Qué relación hay entre el diámetro de la base y la 
arista ? 

5,2 ¿Qué ángulo debe darse a los embudos para que se ajus 
ten a esta clase de filtros? 

- 6.2 Construir un modelo de tronco de cono de cartulina con 
los siguientes datos: diámetro de la base mayor D=cm.; diá- 
metro'de la menor d=6 cm. ; generatriz g=3 cm, (Se recortará 
el desarrollo dediuciendo los radios del desarrollo láteral.) 

7,2 Haltar la cantidad de pintura necesaria pera pintar un 
pedestal tronco-cónico con las siguientes medidas: D=1,2% m., 
d=80 em., g=60 cm,, si para cada sm? precisan 175 Br. . 


Lección 41.-—-La superficie esférica y la esfera, 


219. Definiciones, 

La superficie de revolución engendrada por la rotación 
de una circunferencia alrededor de un eje de su pleno y 
que pase por el centro se llama superficie esférica, 

Como en todas las posiciones todos los puntos de esa 
circunferencia distan lo mismo del centro, y cualquier pun- 
(% que diste igual queda sobre la circunferencia generatriz, 
en cuanto su plano pasa por dicho punto, resulta esta otra 
definición ; 


La superficie esfárica es el lugar de todos los puntos 
que distan de un bunto fijo O, llamado centro, un mismos 
segmento, llamado radio. Dos radios situados en semirrec- 
tas opuestas forman un diámetro, 





Es lo mismo adoptar una u otra definición, pues si to- 
dos los puntos equidistan de O, al girar alrededor de cual- 
quier eje que pase por O, seguirán equidistando, es deeir, 
seguirán en la misma superficie. Por lo tanto : 


Toda recta que pasa por el centro, es eje de revolución 
de la superficie esférica, 


E 
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Los puntos que distan menos que el radio se dicen ¿in- 
teriores, y los que disten.más exteriores, 

Todos los puntos interiores y de la superficie esférica 
forman un cuerpo llamado esfera, 


Ejemplos; La Naturaleza presenta ejemplos de esferas más 
o menos groseras en algunos frutos, como, por ejemplo, la na- 
ranja, Las gotitas de agua' son esféricas, En la ornamentación 
3e utiliza tembién la esfera (véase figura). Las pelotas, bombi- 
llas, etc., son otros ejemplos, Se ve la generación de la superfi- 
cte esférica en estas peceritas de juego, simuladas por el rápido 
giro de una semicircunferencia, 


pa .. 
+ 





¿Por qué basta una semicircunferencia para engendrarla A 

La Tierra es aproximadamente eslérica y gira :alrededor de 
un eje que pasa por los polos, llamado eje del murido, Lós me. 
ridianos y paralelos de esta superficie de revolución se llaman 
paralelos y meridianos terrestres (1). 


220, Secciones planas, 

Hemos dicho que toda recta que pasa por el ceatro 
puede tomarse como eje de rotación de la stiperficie; “y 
como, según vimos, todas las secciones perpendiculares al 
eje de una superficie de revolución sou circunferencias, re- 
sulta: 


Todas las secciones planas de la superficia esférica son 
circunferencias. 


(1) Precisamente la aplicación de estos términos a las super: 
ficies de revolución proviene de su empleo en Astraenomía y Gen- 
desia, 
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Entre ellas se llaman secciones diametrales o ciscunfe- 
rencias máximas las producidas por planos. diametrales, es 
decir, que pasan por el centro, las cuales, por tener'el mis- 
mo radio de la esfera, son iguales entre sí. 

La denominación de circunferencia máxima está justi- 
iicada, pues todos los puntos de una cit- 
cunferencia generatriz distan del centro 
menos que el radio, excepto t1no, que es 
el que engendra la circunferencia máxi- 
ma correspondiente. 





221, Posiciones de un plano respecto a una esfera. 

Hemos tratado de los planos que cortan a la esfera; 
pero hay que estudiar todas las posiciones pS de un 
plano respecto de una esfera, 

«Estas son análogas a las de tina circnaferencia y una 
recta: 

Si la distancia del centro al plano es menor que el ra- 
dio, el plano no tiene punto alguno común . con la superfi- 
cie esférica, y se llama exterior. 


> 


Si la distancia es igual al radio, el plano sólo tiene un 
punto común con la stiperficie esférica, y se llama tan- 
gente, Si la distancia es menor que el radio el plano corta 
a la superficie esférica según una circunferencia, y se lla- 
ma secante. 
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Para demostrarlo, supongamos trazado desde el centro de la 
esfera un plano perpendicular al plano dado, es decir, que pase 
por la perpendicular desde el centro a dicho plano. La sección : 
con la superficie esférica es una circunferencia máxima y la sec. 
ción con el plano dado es una recta, las cuales, al girar alrededor 
de la perpendicular citada, engendran, respectivamente, la su- 
perficie esférica y el plano. 

Como entre una recta y una circunferencia no hay más posi- 
clones que las consideradas en el párrafo 7o, resultan, pues, sólo 
los tres casos considerados, 

. Como al girar una recta alrededor de otra perpesdicilar e en- 
gendra el plano perpendicular, resulta : 


El plano tangente es perpendicular al radio que pasa 
por el punto de contacto, 


aaa, Posiciones relativas de dos esferas. 


Las posiciones relativas de dos esferas son también aná- 
logas a las dos circunferencias. 

Si la distancia entre los centros -es mayor que la sima 
de los radios, las esferas no tienen punto alguno común, y 
se llaman exteriores. 





Si la: distancia entfe los centros es igual a la suma de 
los radios, las dos superficies esféricas tienen sólo un pun- 
to común, y se llaman tangentes exiertormente. . 

Si la distancia entre losa centros es menor que la suma 


de los radios y mayor que su diferencia, las superficies 36 
cortan según una circunferencia, y se llaman secantos. 

Si la distancia entre los centros es.igual a la diferencia 
de los radios, tienen «n solo punto común, pero todos los 
demás de.la una están dentro de la otra. Las cifcunferen- 
cias se llaman tan gentes interiormente, 

"Por último, queda un nuevo caso, no representado en 
las figuras; aquél en que las distancias entre los centros es 
menor que la diferencia de los rádios, en el cual toda una 
esfera es interior a la otra. Como caso particular, cuando 
los centros “coinciden las circanferencias se llaman concón 
iricas, 

EJERCICIOS 


- 1,2 Demostrar que los planos tangentes en los extremos de 
un diámetro son paralelos, y el recíproco: Si dos planos tangen- 
tea Le paralelos lo son en los extremos de un diámetro, 

“Hacer aplicación de lo anterior a la medición de los diá- 
a de esferas mediante el calibrador o bis de rey, 

3.2 Medir el diámetro de una pelota arrollando a ella una 
tira de papel o un cordel, 

4. El profesor dará una notión (si lo estima convenlente) 
de cono y cilindro circunscrito a una esfera. Imágenes concretas ; 
una pelota metida en un vaso; los conos de sombra y penumbra 
de una esfera iluminada, etc, “Con esto podrá dar unn explica: 
ción geométrica de los eclipses, completando las nociones ya ml. 
quiridas por los niños, 


NoTa.—La superficie esférica no es desarrollable sobir un 
plano, como los conos y los cilindros, Esto ha obligado a kileas 
sistetnas convencionales para representar en el plano las fine 
esféricas y en. particular la esfera terrestre, Uno de los máx non 
cillos consiste en sustituir la esfera por el cilindro circunacrilo 
lo-largo del Ecuador, El plano de cada paralelo o meridiano ln 
termina sobre el cilindro una circunferenciago recta, y Ud desireo 
lar el cilindro resulta un enrejado de rectas perpendiculares, e 
se traza sobre tales meridianos y paralelos el contorno de lus eon. 
tinentes se obtiene un mapa llamado cifndrico. 

Ej profesor puede completar estas nociones dando Mijgera hlon 
de las otras clases de proyección, cónica, ortográfica, estertoged 
fica, etc, 


Lección 42.—Figuras esféricas y área de la superficie 
esférica. 


233. Zonas, casquetes y segmentos esféricos, 

Un plano secante divide a la esfera en dos porciones 
Hamadas segmentos esféricos, y a la superficie en dos por- 
ciones llamadas casquetes tsféricos. 


Ejemplo: Si un helón flota sobre las aguas dé un estanque, 
la porción de superficie mojada y la sin mojar son los dos cas- 
quetes. lín cambio, la parte de balón situada debajo del plano 
de las aguas y la situada encima son los dos. segmentos esféricos, 


CISQUBlE 





Aa 


Existen tazones muy sensiblemente esféricos, Al echar cual. 
quier líquido dentro, se forma un segmento esférico, 


Si el plano secante es diametral, los dos casquetes y los 
dos segmentos son iguales, y se Haman hemisferios, pues 
haciendo girar la esfera alrededor de un diámetro de ese 
plano, cada uno va a coincidir con el otro. 

La parte de superficie esférica comprendida entre dos 
planos secantes parale- ici ia 
los se llama zona esféri- ¿e z e NS 
sa, y la porción de es- i , ANO dE 
fera comprendida entre : Segmento de |: Zona esférica: 
los mismos- planos se | dos buses % pl 

ama segmento esférico 
de dos bases, para distinguirlo del segmento anteriormen- 
te definido o de una base. 
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Ejemplos; La superficie terrestre está dividida en sonas lla- 
madas polares, templadas y tórrida, La figura indica dichas zo- 
nas, El ecuador divide la tierra en dos hemisferios : el'que con- 
tiene el polo norte se llama boreal, y austral el otro. 


ES5 quel, A 





Mam arto 
Sosimal 


- te 
pa ge dy 





224. Huso, cuña y sector esférico, 

Las porciones de esfera y de superficie comprendida en- 
tre dos semiplanos que pasan por un diámetro se llaman, 
respectivamente, cuña y huso esférico. Se llama amplitud 
del huso la medida del ángulo diedro formado por estos se- 
miplanos, 

"La Naturaleza construye cuñas y husos esféricos ; asf, un gajo 


de naranja nos da la imagen, aunque grosera, de una cuña es- 
férica, 





La superficie de la "Tierra se supone dividida en husos de rg? 
de amplitud, que se larman husos horartos, El primer huso tiene 
coma meridiano central el de Greenwich, y todos los pafses ctiva 
capital está en dicho huso bienen la misma hora civil, es decrtr, 
convencional, hora que se llama de la Europa occidental, ln e! 
huso siguiente hacia el Este (Europa central) los relojes señalo 
una hora más, ete, (Obsérvese que 15% x 24=300".) + 
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Sector esférico.—Es la porción de esfera limitada por 


una superficie cónica con vértice en el, 
- | Es 
: 


centro (y. figura). Está, pues, limitada / 





por un casquete y la superficie cónica en 
cuestión, 


a25.. Area de la superficie esférica. 


La superficie esférica no puede desarrollarse, es decir, 
no puede extenderse sobre un plano, como las de los conos 
y cilindros. 


El TA 


T 


Basta ver, por ejemplo, que Jas cáscaras de naranja no se 
adapten a la superficie plana del plato, | | 

Las pelotas de trapo o cuero construldas con recortes cosidos, 
sólo toman la forma esférica por una presión interior que las de- 
forma y distiende, j 


Sin embargo, puede calcularse el área, que definiremos 
diciendo: 


El área de la superficie esférica es la de la superficie 
lateral de un cilindro que tiene el mismo radio y como al- 
tura el diámelro de la esfera. 


Como este área lateral se calcula mul- 
tiplicando el perímetro de la base 2 x £ por 
la altura 21 (7 radio), se tiene la siguien- 
te fórmula : . 





Area de la sup. esf.=4 1 Y 


Es decir, el área de la superficie esférica es cuatro veces 
la del cículo máximo, 


A A 
[E 
A 








" 
* A É 
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Para justificar esta definición observemos córmio se tornea una 
esfera en el torno de carpintero. La gubija, colocada en una po- 
sición fifa, (de modo que su filo esté en un plano con el eje), en. 
gendra por sí sola una porción 
de superficie cilíndrica o cóni- 
ca; pero para tomnear una es- 
fera deberemos mover constan- 
temente la gubía, engendrando 
la superficie esférica por trozos 
de superficie cónica. Efectuan- 
do la operación con rapidez, es 
decir, formando muchas de ta.. 
hos superficies; se logra que nó se noten las líneas de separación, 
pero la cierto es que la superficie esférica queda engendrada por 
multitud de superficies de tronco de cono (1). | 

Ahora bien, cada uno de ellos tiene área lateral igual (Nota IT, 
pág. 225) a la de un cilindro de la misma altura y de radio igual 
a la mediatriz, que es en este caso el radio de la esfera, común 
para todos, Como la suma de las alturas de estos troncos es el 
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diámetro de la esfera, resulta en definitiva la regla que hemos 
tomado como definición. 


226. Area del casquete y de la zona. 

[AIDA Se obtienen del mismo 
Mi ] 
Era A AS modo 

i 1 


El área de un casquete o 
de una zona esférica es la de 
la superficie lateral de un cl- 


(1) Se podría engendrar con una gubia de filo circular ; pero 
debería ser de radio exactamente igual al de la esfera, y por mu- 
chas herramientas que tuviera el tornero, no podría construir 
exactamente esferas de radio cualquiera, | 
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ltndro de tgual radio y altura, entendiéndose por altura de 
uns.zona la distancia entre los planos de sus. bases, y por 
altura de un casquete la distancia del plano de la base al 
tangente paralelo. | 


327. Area del buso, 


Sí toda la superficie esférica de radio 7 tiene por área 
4x5”, un huso de un grado de amplitud será la 360.1 parte 
y tendrá área=41 1": 360. 

Un huso de « grados de amplitud tendrá, pues, por 
área: | 

_/firea del huso=4q 1: 360= pns” : go, 

Ejemplos: El área de la superficie terrestre será el producto 
29T .27; COMO 2f=30.000 km, (10.000 por cada cuadrante) 
ar valdrá 40,0000 :7.; luego, 

Área = 40.000* : q = 5.100 millones de km* aprox. 

El área de un huso horario será 

5,100 3 24 = 213 millones de km", 


EJERCICIOS 


1.2 Calcular el área de las esferas de radios 1 m; 25 mm y 
3,75 cm, y el radio de las esferas de 1 m* y 25 mur, 

2, Calcular el área de una zona de altura 3 cm en uña se- 
fera de 7em de radio. 

3.2 Un casquete de 3 dm pertenece a una superficie esférica 
de 7,5 da, ¿cuál es la altura del casquete? 

4. Hallar él área de un casquete polar terrestre (altura 250 
kilómetros aproximadamente), 

5. Calcúlense los rm? de tela que lleva un globo estérico de 
tan de diámetro. 

6.2 Coamo la superficie esférica no es desarrollable sobre el 
plano no puede construirse con cartulina u hoja de lata como los 
conos y cilindros, Sin embargo, se obtiena una superficie que no 
difiere mucho de ella uniendo los bordes de numerosas fajas de 
papel o cartulina, limitadas por arcos de corcunferencia, tomo 
constituyendo el- desarrollo de otros tantos husos de la esfera. 
Claro que la curva exacta tampoco sería circunferencia, pero di. 
ñere poco de ella, Hágase así la construcción aproximada de una 
esfera, 


CAPITULO XIX 


LOS VOLUMENES 


Lección 43.— Volúmenes de prismas y de cilindros. 


228, Noción de volumen. 


Si en un cajón caben los mismos libros que en otro, 
sin quedar hueco ninguno, decimos que ambos cajones t18-» 
nen le misma capacidad, aunque sus formas sean distintas. 
Si en dos botellas cabe el rnismo líquido, sin dejar hueco, 
se dice también que tienen ¿igual capacidad, Dos pilas for- 
madas por los mismos ladrillos se dice que tienen también 
la misma extensión o que ocupan iguel cantidad de espa- 
cio, aunque la disposición de estos ladrillos sea distinta. 

Esta clase de igualdad, llamada equivalencia, interesa 
eo multitud de problemas prácticos, y por ello conviene 
traducirla en números; es decir, vamos a estudiar la medi- 
de de la capacidad o exfersión, número que recibe el.nom- 
bre de volumen, 


229. Unidades. | 

Recordemos que la unidad, o cuerpo de. comparación, 
para la medida de volúmenes es, en el sistema métrico, el 
metro cúbica o cubo que tiene un metro de arista. 


Sus máltiplos son ; 


Ei decámetro cúbico (dam?) = 1000 mí, 
El hectómetro cúbico (hw”)=xo00000 tm”. 
El kilómetro cúbico (km?) =1000000000 m? 
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Y sus submúltiplos: : 


El decímetro cúbico (dm*% =0,0,1 m. 
El centímetro cúbico (cam?) =0,000001 mi- 
El milímetro cúbico (mmn”) =0,000000001 'Im”. 


Se suele usar vulgarmente la palabra capacidad para 
indicar el volumen interior de recipientes, Cuaudo éstos 
se destinan a contener líquidos conviene tomar una unidad 
que esté en relación con su peso, y por eso se ha tomado 
como tal el litro o volumen de un kilo de ogua. Ya dijimos 
en Aritmética que puede considerarse prácticamente igual 
al decímetro cúbico, Los múltiplos usuales son el decáli- 
tro (dal)==x0 1.; el hectólitro (hi) =100 1.; y los submúlti- 
plos, el decítitro (d1) =0,1 1., y el centílitro (cl) =0,01 1. 


El problema de la medición de volúmenes tiene dificultades 
mucho mayores que la medida de extensiones planas, es decir, 
de éreas. Por ello es preferible no ahondar más en el concepto 
general de volumen, y resolver el problema de medida en los su- 
cestvos cuerpos geométricos, como vamos a hacer con la mayor 
brevedad posible, 


a30, Volumen del ortoedro. 

Comencemos por el cuerpo más sencillo : el ortoedro o 
prisma recto rectangular, 

Midamos tres aristas con- 
_— currentes en un vértice y '5u”, 
pongamos qué sus medidas 
sean, por .ejemplo,. exacta- 
mente 3 cm, 4 cm y 7 cm, 
como se indica en la figura. 
Trazando por los puntos 
de división planos paralelos 








a las caras, queda descompuesto en pequeños cubos cuya 
arista es un centímetro El número de ellos es el produc- 
to 3 * 4* 7=84, por lo cual diremos: el volumen del ortoe- 
dro es 84 centímetros cúbicos, y se ha obtenido multipli- 
cando las medidas de las tres aristas. Análogamente se ob- 
tendría si fueran las medidas números exactos de metros, 
milímetros, etc. . 


Supongamos ahora que las medidas sean decimales : 
3,5 €m, 0,2 cm y 7 em, Como sabemos, basta adoptar una 
unidad más pequeña para hacerlas eriteras; asf, tomando 
como unidad el milímetro, serán 35 mm, 2 mm y 70 mn, 
respectivamente, Luego el volumen en milímetros cúbicos 
será el producto 35: 2- 70. Si queremos expresarlo en em? 
tendremos que separar del producto tres decimales, lo cual 
equivale a multiplicar directamente los medidas dadas 3,5; 
0,2, Y 7. Enunciaremos, pues, la siguiente regla general: 


El volumen de un ortoedro es tguwal al producto de las 
medidas de sus tres aristas. 


Como dos de ellas son lados de la base, y sti producto 
da el área de la misma, podemos decir también ; 


El volumen de un ortoedro es igual al producto del 
érea de la base por la altura, 


Se entiende que las tres medidas se expresan en la mis- 
ma unidad de longitud y que el volumen viene dado en 
la unidad cúbica correspondiente (1). 

En particular, el volumen de un cubo es el cubo de la 
medida de la arista, por ser producto de tres factores igúa- 
les. De aquí el nombre de cubo dado a la tercera potencia. 


40 Si las medidas fueran fraccionarias se demostraría de 
modo análogo a lo hecho en el párrafo 133, para el área del rec- 
tángulo. 


— 244 — 


agr, El principio de Cavaliert. 

Si para cubicar un cuerpo, es decit, para calcular su 
volumen, hubiese que proceder como en el caso recién es- 
tudiado, descomponiéndolo en trozos cúbicos o que pue- 
dan agruparse en cubos iguales al adoptado como unidad, 
el problema sería prácticamente imposible, : 

Es preciso dar reglas de aplicación sencilla que permi.- 
tan calcular indirectamente-el volumen de los cuerpos. 

He aquí un ejemplo en el que, por una sencilla cousi- 
deración, logramos -culticar un cuerpo de forma compli- 
cada : | 

La figura representa unos libros cosidos y cortados, an- 
tes y después de encoryar el lomo, como suele hacerse para 
encuadernarlos. 





Evidentemente, esta operación no modifica su volumen 
si no se les recorta de nuevo, es decir, si las hojas sou 
iguales, aunque su posición se haya modificado. También 
diríamos que tienen el mismo volumen losa dos montones, 
si cada una de las hojas de uno fuera equivalente, aunque 
no fuera igual, a la correspondiente en el otro. 

El enunciado general de este hecho tan simple se lama 
principio de Cavalieri (1), y puedé expresarse así: 

St dos cuerpos tenen iguales o equivalentes las seecto- 
nes producidas por cada posición de un plano que se mue- 


(1) Por haber sido enunciado por primera vez por el sacer- 
dote jesulta Buenaventura Cavalieri a principios del siglo XVII, 


ve paralelamente a sí mismo, ambos cuespos son equiva- 
lentes; es decir, tienen igual volumen. 


Volumenas AA 
el gustes, 
ao Secciones 


A 
pz 


aga, Volumen de prismas y de cilindros, 

Podemos hacer aplicación inmediata del principio de 
Cavalieri para cubicar tin paralelepípedo cualquiera, es de- 
cir, un prisma oblicuo cuya base sea un paralelógramo, 
cuya área designa- 
remos por A. En 
efecto, consideremos 
otro prisma recto de 
igual altura, y cuya 
base sea un rectán- 
gulo equivalente al 
parmlelógramo, es 
decir, de la misma área Á, y bailen: en (sena que 
comecidan los planos de las bases. 

Corro todas las secciones producidas por planos parale- 
los a las bases son iguales a las bases respectivas, y, por 
tanto, equivalentes entre sí, ambos sólidos tienen igual 
volumen; es decir, el volumen del paralelepípedo oblicuo 
se obtiene, como el del recto rectángulo, multiplicando el 
área de la base por la medida de la altura, 

Pero este razonamiento vale también para prismas o cl- 
lindros de base cualquiera, imaginando en cada caso un 
ortoedro de base equivalente e igual altura, Es decir, ob- 


A — $ 
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tenemos el siguiente resultado, sumamente ia e im- 
portante : 


El volumen de un prisma o cilindra recto u oblicuo de 
base cualquiera, es igual al producto del área de ésta por 
la medida de su altura. 


Nótese bien que para nada interesa la generatriz, sino 
solamente la altura y la base. 


Volumen de un cilindro oblicuo. — Imaginemos un cilindro 
oblicuo, por ejemplo, un salchichón cortado oblicuamente ; sí se 
practica un corte perpendicular al eje y se unen los trozos resul. 
tarites, superponiendo las caras oblicuas, se obtendrá un cilindro 
recto de igual volumen y de igual generatriz que el anterior, De 
aquí este resultado, al parecer sorprendente ; 


Todo cilindro oblicuo es equivalente a uno recto que tenga la 
misma generatris, y hor base la sección recta; es decir: El vols- 
men de un cilindro oblicuo es el producto del área de la sección 
recta por la longitud de la generatriz, 


Los tenderos cortan oblicuamente las ruedas de salchichón 
por que jes da apariencia. de mayor volumen del que en realidad 
tienen, según acabamos de ver, 


EJERCICIOS 


1.2 Calcula. el votumen de habitaciones, cajas, libros, latas 
de conserva, lápices, etc., tomando las medidas necesarias, 

2.2 Alrededor de una finca de 150 m por-82 m, se coloca (ha- 
cia dentro) un muro de 40 cm de espesory 2,20 de altura, Calcu- 
lar el volumen del muro, 

3.2 Una vagoneta tiene una longitud de 1,50 m y una sec- 
ción en forma “de. trapecio isósceles de bases 1 m y 60 cm y de 
altura 70 cm. ¿Cuántos viajes ha tenido que hacer para trans- 
portar la tierra de: una trinchera de 120 m de longitud y de sec- 
ción rectangular de 1,80x 0,90 mi. 

4. ¿Cuánto pesa el egua contenida en un depósito cilíndrico 
de 1 m de diámetro y 1 im de altura? 

5.2 Midase con un calibrador el espesor de las diversas mo- 
nedas de nuestro sistema y deducir de estos datos (y de los de 
peso y diámetro) -la densidad de las diferentes aleaciones, 


Lección 44.—Volúmenes de pirámides, de conos y de 
figuras tsféricas. 


233. Aplicación del principio de Cavalieri a las pirámides. Ñ 

Hemos visto que dos prismas de alturas iguales y hasos 
equivaléntes tienen igual volumen. Parece nattrral pregun» 
tarse si ocurrirá lo mismo con las pirámides, 

Apoyemos dos pirámides que cumplan estas condicio- 
nes sobre un mismo plano, Cualquier plano secante pa- 
ralelo determinará en 
una y otra secciones se- 
mejantes' a las báses 
respectivas; es decir, de 
área reducida en la máis- 
ma razón d*:D” (sien- 
do d y D las distancias 
comunes de ambos .-pla- 
nos a los vértices), 

Como las áreas de las bases son iguales, las de las sec- 
ciones, reducidas en la misma razón, lo serán también; es 
decir, las pirámides verifican el principio: de Cavalieri, y 
por consiguiente : 





Dos pbirémides de alturas iguales y bases equivalentes 
son equivalentes, es decir, tienen el mismo volumen, 


l.o mismo puede repetirse para los conos. 


234. Volumen de pirámides y de conos. 

De la equivalencia de prismas y cilindros de alturas 
iguales y báses equivalentes resultó una regía común para 
cubicarlos. | E | 


— 248 — 


Análogamente, de la equivalencia de pirámides y conos 
de igual altura y bases equivalentes, resulta una regla úni- 
ca para obtener su volumen, 

Vamos a deducirla estudiando la pirámide más senci- 
Ha, es decir, la triangular o tetraedro, como la ABCDE de 
la figura. Para ello comparémosla con el prisma de la mis- 
ma base y altura ABCDEF (figura a). Se ve enseguida que 
la pirámide ABCD es menor, porque después de separada 
del prisma, queda aún otra pirámide cuadrangular de base 


a 
£ 
Y 
á CC A A E 
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ACEF y vértice en D (figura b). Pero esta pirámide puede 
descomponerse a su vez en dos triangulares con el mistno 
vértice D, cuyas bases son los triángulos iguales ACF y 
CFE (figuras b y c). Estas pirámides son, pues, equíiva- 
lentes entre sí, y equivalentes también a la dada; pues si 
tomamos como base de la pirámide 3.? el triángulo FDE, 
ésta es ignal a la ABC de la pirámide dada (1.5%) (por ser 
bases del prisma), y sus alturas son también iguales fpor 
ser la altura del prisma). 

En restimen, el prisma queda descompuesto en tres pi- 
rámides equivalentes; es decir, la pirámide es equivalente 
a un tercio del prisma, y por lo tanto: 





El volumen de la pirámida triangular es igual a un ter- 
cio'del producto del área de su base por la medida de su 
altura, 
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La misma regla sirve para las pirámides y los conos; en 
general, pues, se puede imaginar en cada caso una pirá- 
mide triangular de base equivalente a la del cono o pitá- 
mide dado, la cual tendrá el mismo volumen, cuyo cálculo 
se efectuará por lo tanto del mismo modo : | 


Un volumen de una pirámide o cono cualquiera es igual 
a un tercio del producto del área de yu base por la medida 
de su altura. 


Ejemplos : ¿Qué cantidad de agua cabe en un embudo cónico 
de altura==0 cm. y radio de la hbase=13% cm?? Midamos en decl.. 
metros. | : | 

Área de la base= q: 1,5*=>%,05 dur, 

Volumen=1/3 - 7,05 x2=4,7 dm” aproximadamente, Es decir, 
caben 4,7 litros de agua. (Hemos despreciado la parte estrecha 
del embudo.) 


235. Volumen de la esfera. 

La esfera no puede descomponerse exactamente en pi- 
rámides; pero, trazando muchos planos por el centro, pue- 
de descomponerse en: cuerpos lo suficientémente pequeños 
para que parezcan pirámides de hase en la superficie esfé- 
rica y de altura común igual al radio, 


4844.. 


Como el volumen de cada una es un tercio del producto 
del área de su base por su altura, esta altura saldrá factor 
común de la suma de las áreas de las bases, las cuales com- 
ponen el área de la esfera. 
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Ea vutud de estas consideraciones intuitivas, parece, 
pues, natural adoptar, a modo de definición, la siguiente 
regla: 

El volumen de la esfera es un tercio del produato del 
área de su superficie por la medida del radio, 


De aquí, pues, la siguiente fórmula : 


Volumen = = qa, ro ar.. 


Ejemplos: 1.2 El volumen de una esfera de radio 1 m. val- 
drá 4/3 r, es decir, aproximadamente 4,2 m*' 64 15. 
Puede, pues, tomarse conto fórmula aproximada :- 


Volumen=4 . A 


3.2 Vamos a calcular el volumen de la Tierra, Sabemos que 
la longitud del círculo máximo vale 40,000 km. (10.000 .por cada 
cuadrante) ; luego el do vale 40.000 : 2 q =6360 km, aproxima. 


damente, Volumen =$ ia billones de km* aproxima- 


damente, 


'a36. Volumen del sector, del segmento y de la cuña, 

. Se justifica EEN la sigmiente 
regla : 

El volumen. de un sector es un tercio 
del producto del área del casquete corres- 
pondiente por la medida del radio, 





Ejemplo : Sea un casquete de altura=4 cm. en una esfera de 
radio 10 cm. Su área es (5 226) xq 10: 4=251cm?; y el vo- 


lumen del sector será a 251 - 108735 cm, 


En cuanto al volumen del segmento de 
una base, puede obtenerse restando los 
volúmenes del sector, y del cono de la ("fon 
misma base y vértice en el centro, 
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Ejemplo ; El volumen del segmento correspondiente al ejem. 
plo anterior será el del sector 835 cm* menos el del cono. La al- 
tura de éste es 10 —4=6 em,, y el radio r de la base será (por 
el teorema de: a yi=101 — 664) 1=8 cm. 


Volumen del cono= — 7-8. 6=302; 
Volumen del segmento=835 — 402 =432 cm? 


_ BL el segmento tiene dos bases, se ob- PS? 
tiene su volumen restando los de los seg. 

mentos de una base construidos sobre ca- 
da una de aquéllas. 

El volumen del huso o cuña esférica se obtiene fácil- 
mente, sí se conoce la amplitud, pues el volumen de un 
huso de un grado sexagesimal será evidentemente 1/360 
del volumen de la esféra, y el de un huso de nu grados será 
n veces mayor. 





Ejemplo: El volumen correspondiente a un huso horario te- 
rrestre (15%) será los 15/360 del de la Tierra ; es decir, 1/24. Por 


tanto, volumen= 1,08 : 24=0,045 billones de km*=4500 millones 
de km. 


237. Volumen del tronco de pirámide o de cono, 

El volumen del tronco de pirámide o de cono de bases 
paralelas se' calcula. por la siguiente regla, que no: justifi- 
caremos: es igual a un tercio del producto de la altura por 
la suma de las áreas de sus bases más una medía probor- 
cional entre ellas, Es decir, si B es el área de la base ima- 
yor, y b el de la menor, la media proporcional vendrá ex- 
presada por VBb, y la fórmula del volumen será (si es a la 


altura). _—— 
Volumen = 5 (B+b+ Y Bb). 


Si las bases no son muy diferentes, es decir, si el tron= 
co 1o difiere -mucho de un cilindro, sé obtendrá un valor 
'bastarrtte aproximado multiplicando la altura por el áren de 
la sección media. El error es por defecto, 


EJERCICIOS 


1.2 El lado de la base de la mayor de las pirámides de Egip- 
to tiene 230 mm. y su altura es 146 m. Calcular su peso (densidad 
de la piedra 2,3), prescindiendo de las cámaras interiores, 

2.4 Calcular ta capacidad de un embudo; de un barreño; 
de una cafetera, etc., tomando las medidas necesarias, 

32 Un tapón de corcho tiene por diámetros de las bases 
2,9 CM. Y 5,3 Cm, y por altura 4 cm, ¿Cuánto pesa un millar? 
(densidad, 0,24). 

4. ¿Qué medidas habría que tomar para calcular el vólu- 
mén de un obelisco? (formado por un tronso y una pirámide su- 
perpuestos), 

5.2 Una pelota de tennis tiene 55 mb, de diámetro exterior 
y 3 mi. de espesor, ¿Qué consumo de kg. de goma hace una 
casa QUe fabrica 5.000 pelotas diarias (densidad, 1,9), 

6,2 Hallar el peso de una esfera de 1 dm. de diámetro for- 
mada de hierro (dencidad, 7,8); de madera (0,6); de vidrio (1,5), 
etcétera, | 

72 Comprobar que el volumen de una esfera es igual al del 
cilindro circunscrito menos el del cono de igual base y altura, 


NOTAS AL CAPITULO IX 


Apuntes históricos. — El cálcido de volúmenes es problema 
antiquísimo, y probablemente resuelto antes de los griegos, para 
los cuerpos más sencillos, 

En los elementos de Eucótdes se encuentren todas las relacio- 
nes fundamentales de equivalencia para la cubicarión de pris- 
mas, pirámides, cilindros y conos, aungue se desdeñen las apli- 
caciones no hablando de ta medida de volumen como tal, 

Ej portentoso genio de Arquímedes se ocupó en cambio con 
entusiasmo del problema, dando un paso formidable 
con la cubicación de figuras esféricas ; sus resulta- 
dos le tentan tan orgulloso que, a pesar de la impor- 
tancia. de otros de sus descubrimientos, pidió que se 
grabara en su tumba la figura adjunta, que recuer- 
da la relación entre el cilindro cono y esfera, expre- 
sada en el ejercicio 7.* y descubierta por él, Esta fi- 

gura sirvió muchos años después para identificar su tumba, 

Cavaliers (Buenaventura) era un sacerdote jesulta de Bolonia, 
que en los comienzos de lsiglo XWIT empezó a estudiar la des- 
composición de cuerpos en elementos para cubicarlos. 


Apéndice T.—Noticia sobre las cónicas. 


238, Secciones planas de un cono. 


En les lecciones precedentes no hemos considerado más 
que secciones de la saperficie cónica de revolución produ- 
cidas por planos perpendiculares al eje, las cuales son cir- 
cunferencias por ser paralelos de la superficie. Pero ya a 


los geómetras de la antigua Grecia interesó el conocimietito . 


de las secciones producidas por otros planos, secciones que 
reciben nombre especial según -la posición del plano se- 
cante, : 

Si el plano secante (supondremos siempre que no pasa 
por el vértice) no es perpendicular al eje, pero corta a to- 
das las generatrices de la superficie cónica, la sección se 





Dama elipse (fura 1.*), Si el plano secante es paralelo a 
una sola de ellas, la sección se Hama parábola (figura 2.*, 

Si el plano es paralelo a dos generatrices, su interseo- 
ción con las demás fonua una curva llamada hipérbola, 
que tiene dos ramas, como indica la figura 3.* 

Sin necesidad de cortar materiakmente un cono, puede 
el alumno obtener estas curvas, en la pared de su cuarto, 
proyectando la sombra de un círculo convenientemente co- 
locado y utilizando un foco luminoso lo suficientemente 
pequeño para que pueda considerarse como un punto. 
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Obsérvense las sombras de las pantallas en las paredes. 
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a39. Propiedades de las cónicas, 


Las tres clases de curvas descritas se llaman cónicas 
porque proceden de las secciones de un cono. Tienen una 
serie interminable de propiedades a cuel más interesante, 
no sólo teóricamente, sino también para las aplicaciones, 

Coino no es posible dar siquiera una idea de tales pro- 
piedades en pocas líneas, ños contentaremos con enunciar 
las más conocidas, que suelen tomarse también como defiz 
niciones de dichas curyas, ya que permiten construirlas. 


azo. La elipse. 

La elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya: 
suma de distancias a dos puntos Hijos llamados focos es 
constante. 

Esta propiedad es utilizada por los jardineros para tra- 
zar eclipses en el terreno, Clayadas dos estacas y sujeto en 
ellas un cordel por sus extremos, basta deslizar otra estaca 
resbalando sobre el hilo tirante, y el surco que marca es 
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fur 


una elipse, que tiene sus focos en las estacas fijas, porque 
la suma de distancias es constantemente la longitud del 
cordel, 

La recta que une los focos es, evidentemente, eje de si- 
melría de la elipse. El segmento AB, que en él intercepta 
la elipse, se llama eje mayor. 

Su punto medio O centro de la elipse, y el segmento 
CP, de perpendicular por él, se llama eje menor, 


241. La hipérbola. 

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya 
diferencia de distancias a dos punios fijos llamados focos 
es constante, 


La construcción mediante el cordel no es tan sencilla 
como la anterior, pero puede materializarse como indica la 
figura; | 

El extremo F de la regla se apoya constantemente en 
un loco; el cordel ti- 
rante se apoya cons- 
tantemente en la re- 
gla, sujeto por el 
otro extremo y por 
el otro focó F'. El 
lápiz engendra así un 
arco de hipérbola 
porque la diferencia 
de distancias de sus posiciones a los dos focos es constante- 
mente igual a la diferencia entre la longitud de la regla y 
la del hilo. Cambiando el papel de los focos se engendra la 
otra rama, A 

También la recta de los-focos es eje de la CUrVa, aun- 
que se dé este nombre al segmento AB comprendido entro 
las dos ramas, Su punto medio (O es el centro, 
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249. La parábola 

La parábola es el lugar geométrico de los puntos equi- 
distantes de una recia fija llamada directriz y de un punto 
Hijo Hamada foca. * 

De esta definición resulta el trazado indicado en la 
figura La longitud del hilo es la misma 
del cateto libre de la escuadra sobre el 
cual se apoya, y la punta del lápiz des- 
cribe una parábola cuyo foco es el alfi- 
ler F y cuya directriz es el borde de la 
regla, porque se tiene constantemente 
AB=AF. 

La perpendicular desde el foco a la di- 
rectriz es eje de simetría de la parábola. 

Otra propiedad interesante de la parábola es la que se refiere: 
a la tangente, Se demuestra que la bisec- 
“triz del £nguto FAB es una recta que no 
tiene con la parábola más que el. punto Á 
común ; es decir, es la tangente a elía en 
dicho punto. La recta perpendicular será, 
pues, la bisectriz del ángulo suplementa- 
rio, de modo que todo rayo luminoso pa- 
ralelo ¿ál eje, pasará, después de reflejado, 
por el foco, Esta propiedad se utiliza en 
Física para concentrar un haz de rayos en 
un punto mediante un espejo parabólico. 








Noticia hisiórica, 


Los gnegos se dieron perfecta cuenta de la importancia de ta- 
les curvas y las estudiaron minuciosamente. Se atribuye 2 Me- 
necio (siglo V a JJ. C.), discipulo de Platón, su descubrimien- 
to. Euctides se ocupó de ellas, pero sus trabajos quedaron en el 
olvido cuando aparecieron los ocho libros de Apolonto dedica- 
dos a las cónicas, Este gran geómetra griego, que vivió en el si- 
glo 1iT antes de J. €., defó sentadas un número de própiedades 


tan considerable, que ha sido preciso Megar a la edad moderna 
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